MB 3
Funktio

Lukuvaleista

2 <x<5tai]-2,5]
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x < 3 tai ]-,3]
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Funktio on sddnrd, joka ilmoittaa asioiden vilisen riippuvuus-
suhteen. Muuttujaksi (variaabe ) sanotaan sitd arvoa, jota
muutetaan, esimerkiksi edelld paytien mi innén avulla
saatua arvoa sanotaan funkeion arveksi. Muuttujaa merkitiin
yleensi kirjaimella x ja funktion arvoja kirjaimella y.

Jos funktion arvo saadaan
laskettua toisesta suureesta
lausekkeeksi.

avulla
aan funkiion

Ne muuttujat, joilla funktion arvo on mieleki muodosta-
val médrittelyalueen eli médrittelyfoukon. F issi 4 tuolien
iirdl voidaan laskea milld tabansa reaaliluvulla, mutta mie-
A paytien midria ovat set kokonaislukuarvos

Funktiota on tapana merkiti
kuvaavalla kirjaimella, tilavuutta kirj

irjaimilla f, g, b i, ... tai tilannetta

m jne. Rilppuvuus voidaan kirjoittaa
muuttuja. Merkinté luetaan “farvoll

funktio

h(x)=2x+1
!Un"’i‘ﬂﬂ
lauseke

funktion muuttuja
nimi

X"

h(5)=2-5+1=11

,f
Vo 5

mutiujan ar
sijoilus

funktion arva,
kun muuttuja on 5

V. massaa k
muotoon y = fix), missi v on




Funktio yhdistiifi kahden eri joukon jisenii keske
kisitteisesti.
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Koostuu niisti arvoists
oukkoon kuuluvilla muutty
din arvojoukon muodosts

ja sitd suuremmal parilliset kokonaisluvat.

n yksi-

Yksikasitteisyys

6. a) Taulukko
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Saadaan funktio y =2x eli fx)=2x

Taytyy tuntea/arvata tyyppi

T
Sasdaan funkno y = sv—1 el f{x)=3x-1

) Kiytetasn padriclyssd b) kohdan arvoja vibjeend, silld y-n arvot ovat kahta pienemmis
ki s

1

e

Saadaan fanktio y oli flx)=x' =2

Vastaus: a) f{x)=2x W) flxh=x" &) flxh=3x-1 &) flx)=»"-2

b) Taulukko
1 l T T 10 (sivu 22)
T
4 | s
:i.ll.l.d.uu fuank f(X) =3x-5
¢} Tauhukko
e a) f(3)=3-3-5=9-5=4




T 10 (sivu 22)

f(x)=3x-5

b) f(k)=3k-5

T 10 (sivu 22)

f(x)=3x-5

c) f(t+1)=3-(t+1)-5

=3t+3-5
=3t-2
T 10 (sivu 22) T 10 (sivu 22)
f(x)=3x-5 f(x)=3x-5
d) 3x-5=0 e) 3x-5=-5
3x=5 |:3 3x=-5+5
3x=0
2
x=1%
3 x=0
Nollakohta!
T 10 (sivu 22) T 10 (sivu 22)
f(x)=3x-5
3x=% |:3
f) 3x—5-1
3 16
X=;
3x=1+5
3 7
X=1§
3x=51
3




12. a)

X

-2 1

Funktion nollakohdilla tarkoitetaan niitd muutiujan x arvoja, joissa kuvaaja leikdkaa x -
akselin tai sivuaa siti elix = 1.

b) Katsotaan kuvaajasta ne y:n arvot, jotka vastaavat muuttyjan arvoja —1 < x £1. Nama
ovat 0=y <33
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Muuttyjan arvot ovat 01 < x <17

T 18 (sivu 23)

f(x)=x2-1

a) f(0)=02-1=0-1=-1

T 18 (sivu 23)

f(x)=x2-1

b) f(a)=a-1

T 18 (sivu 23)

f(x)=x2-1

c) fx+D)=(x+12-1




T 18. @sivu23)

f(x)=x%-1

c) fGx+)=(x+1)>*-1

T 18. @sivu23)

f(x)=x%-1

d) a-f(x-2)= a-[(x—2)2—1]

=x*+2x+1-1
2
=x"+2x
T 18 (sivu 23)
Elokuvassa Avaruusseikkailu 2001 ohjaaja Kubrick kaytti
2 kapinoivasta tietokoneesta nimea HAL
f(X) =x"-1 Tama lienee Caesarin salakirjoituksella tehty salanimi,

d) a-f(x-2)= a-Jx-22 1]

=a-(x2—4x+4—lJ

=ax’ —4ax+3a

mik&han olisi nimi salaamattomana?

MB 3
Lineaarisia polynomifunktioita

Polynomi?




1.asteen polynomifunktio (suora)

y=kx+b

k= kulmakerroin (kaltevuus)
b = vakiotermi (y-akselin leikkauskohta)

Ratkaistu muoto
y=kx+b

Normaalimuoto
Ax+By+C=0

Nouseva
Laskeva
x-akselin suuntainen

y-akselin suuntainen

Suoran yhtaldn maarittaminen

Kulmakerroin suoralle, joka kulkee pisteiden
(X4,¥1) ja (x2,Y,) kautta

k= »1-A

X -x
Suoran yhtald, kun tunnetaan
kulmakerroin ja piste (x,Y;)

Y-Yo=K(X-Xq)

T 23 a). (sivu 44)

T 31. @sivuas)
a)
y=4x-54
Kulmakerroin k =4
kun x kasvaa kahdella:
y:n muutos =4:2=8

Siis y kasvaa 8:lla




T 31 (sivu 44) T 31 (sivu 44)
b) ©)
y=5=0X—5 6X—7y=15
Kulmakerroin k =0 -7y =—-6x+15
kun x kasvaa kahdella: 6 5 1
y=_X—27
y:n muutos =0-2=0 7 7
T 31 (sivu 44) T 31 (sivu 44)
1
y= gx - 25 d x=3
Kulmakerroin XK= g Suoralla ei ole kulmakerrointa.
kun x kasvaa kahdella: kun x kasvaa kahdella:
) _ §.2=]§ El SAMALLA SUORALLA
yn muutos = 7 7
T 35 (sivu 45) T 35 (sivu 45)

a) Valitaan
x1,¥1)=01,2)
(x2,¥2)=3,4)

k=¥2~ N1
Xy =X
kzﬂzzzl
3-1 2

Suoran yhtilo
y-y1 =k(x-xy)
y-2=1-(x-1)

y-2=x-1
y=x-1+2

y=x+1




T 35 (sivu 45)

b)  Valitaan
(Xla yl) =(-1,-2)

T 35 (sivu 45)

Suoran yhtilo

Y-y, =k(x—x;)

(x2,¥2)=(1,2) y—2=2-(x=1)
k=Y2—Y1 y—-2=2x-2
27X y=2x—2+2
2-(-2) 2+2 4
1-(-1) 1+1 2
T 35 (sivu 45) T 35 (sivu 45)

c) Valitaan
(X] s Y1 ) = (_7’ 6)
(x3,¥2)=(15,-4)

Suoran yhtilo

y-y; =k(x-x;)

5
y=6=-"(x=(-7)

K=Yz %1
X2 =Xy
- —4-6 _-10__5
15-(=7) 22 11
T 35 (sivu 45) T 35 (sivu 45)

5
—6=—"(x+7
y 11(x )

5 35
= x>
y n

y=—£x—3£+6

n " n

5 .9
=——Xx+2—
Y=t

1
) (x, y1)=(85,0]

(x2,¥2)=(2,-4)

k=)’z—)’1
X2 =X
ctp st 4
2-8- -6




T 35 (sivu 45)

T 35 (sivu 45)
Suoran yhtilo 3 16
y+4=—x——
y=Yy2 =k(x-x;) 137 13
8 y= %x - 1% -4
y-(4)= " (x-2)
13
_8 <3
M ERERT
T 37a.(s|vu 45) T 37a.(s|vu 45)
X+2y+3=0 X+2y+3=0
2y=—x—3 2y=—X—3
1 1 1 1
=——x-1- =——x-1-
=T =7
Kysytyllid suoralla on sama kulmakerroin.
T 37a.(s|vu 45)

Suoran yhtiloé
y—Yo =k(x—xg)
Sijoitetaan yhtaloon:
(x5 ¥0)=(3,4

k=-1

2

T 37a.(s|vu 45)

1
—4=——(x-3
y 2( )

1 3
—4=——x+>
y 2 2
y=—1x+11+4
2 2 TAI
1 45! 2y-11=0
y=—EX+55 X+ y_ =




T 373..(sivu 45)

T 37b.(sivu 45)

Piste (x,y) =(2;7,5)
toteuttaa suoran yhtilon y = kx

s
s S~ Tehdiin sijoitus:
S~ ; 75=k-2
2 \\
-4 \\
T 37b.(s|vu 45) T 26 (sivu 44)

Piste (x, y) = (25 7,5)
toteuttaa suoran yhtilon y = kx

Tehdéiin sijoitus:

Saatetaan suorien yhtilét ratkaistuun muotoon

Ensimmaéinen suora:

75=k-2 x+y—-1=0
2k=17,5 y=—x+1
k=375
T 26 (sivu 44) T 26 (sivu 44)

Saatetaan suorien yhtilot ratkaistuun muotoon
Ensimméinen suora:
x+y-1=0
y=—-x+1

Kulmakerroin on —1.

Suora leikkaa y-akselin kohdassa 1.

Saatetaan suorien yhtilot ratkaistuun muotoon

Toinen suora:

x-y=0
—y=-x
y=x




T 26 (sivu 44)

Saatetaan suorien yhtilét ratkaistuun muotoon

T 26 (sivu 44)

Piirretiin suorat

Toinen suora: 4 y=x
3
x—-y=0
= ox N (05:05)
b -4 B 2 1 3
Yy=X -2
Kulmakerroin on 1. j y=-x+1
Suora leikkaa y-akselin kohdassa 0. ®
T 26 (sivu 44) T 26 (sivu 44)
Algebrallinen ratkaisu Sijoitetaan saatu x:n arvo
x+y-1=0
1+ -1=0
x-y =0 2 y -
2x -1=0 y- 1
2x=1 2
1
X=—
2
T 26 (sivu 44) T 27 (sivu 44)
Sijoitetaan saatu x:n arvo a)
2x-3y+5=0 -1
1
5+y—1=0 2x—4y =0 |-(-1)
_1
y 2

Suorat leikkaavat toisensa pisteessé

(23)




T 27 (sivu 44) T 27 (sivu 44)
a) - .
2X—3y+5=0 |-1 Sijoitetaan saatu y:n arvo
2x—-4(-5)=0
x—dy =0 |-(-1) x—=4(=5)
2x+20=0
2x-3y+5=0
2x=-20
-2x+4y =0
y+5=0 x=-10
y=-3
T 27 (sivu 44) T 27 (sivu 44)
Sijoitetaan saatu y:n arvo b)
] y: X+y+2=0
2x—4(-5)=0 3
y=——x-1
2x+20=0 2
2x=-20
x=-10
Suorien leikkauspiste on (-10, -5)
T 27 (sivu 44) T 27 (sivu 44)
b)
X+y+2=0 x+(—%x—1)+2=0
3
y=——x-1 3
2 X—"x-1+2=0
2
Sijoitetaan alemman yhtilon y:n lauseke - EX =-1

ylempéiin yhtiloon:




T 27 (sivu 44)

Sijoitetaan saatu x:n arvo:

3
=—>.2-1=-3-1=-4
Y=7

T 27 (sivu 44)

Sijoitetaan saatu x:n arvo:

3
=—>.2-1=-3-1=-4
Y=7

Suorien leikkauspiste on (2, —4)

Lineaarisia malleja

Lineaarinen riippumattomuus —
suoraan verrannollisuus

T 53 a (sivu 60)

Matka ja aika ovat suoraan verrannolliset.

s=vt (V= nopeus)
75=v-2,5

v=30 (km/h)

siis

s=30-t

T53b ivueo matka (km) aika (h)
75 2,5
x 1,5
75_25
x 15
$=30-1,5 =45 (km) TAI 2,5x=1,5-75
1,5-75
X =
2,5

x=45




T 53C @ivuso matka (km) aika (h) T 55. sivuso)
75 2,5 < . . .
30 Merkitiin: Muuttuja t on aika tunteina.
X
75_25 Huoltotyon kokonaismaksu on perusmaksun ja
30 «x ajasta riippuvan osuuden summa:
30 =30t
t=1 (h) TAI 75x =30-2,5 f(t)=25+55t
30-2,5 Puolen tunnin huolto:  (0,5)=25+55-0,5=52,5
x= s Puolentoista tunnin huolto:
<=1 f(1,5)=25+55-1,5=107,5
Vastaus: 52,50 € ja 107,50 €
T57. (sivu 61) T57. (sivu 61)

Yhtilossd y = kx + b aika x on vuorokausina,
y on kuolleiden méiri.
10 1

10s = d= d
60-60-24 8640

Téssé on kyseessi suoraan verrannolliset suureet
siten, ettii y = kx, missii k on vakio.

Vakion k laskemiseksi sijoitetaan yhtiléon y =1
(yksi kuollut) ja aika 10 s vuorokausina.

L
8640

k = 8640

1=k

Siis yhtilé on y = 8640x

T57. (sivu 61)

Lasketaan kuolleiden miiéiri y, kun aika x on

45 min eli

x=id=0,03125d
60-24

y = 8640-0,03125 = 270

T57. (sivu 61)

Kuolleiden miéri on y = 8640x, kun aika on
vuorokausina

40000
35000
30000
25000
20000
15000
10000
5000
0




T57. sivusy

Vastaus: Yhtilo on y = 8640x.
45 minuutin aikana 270 ihmisti kuolee
tupakoinnin vuoksi.

T 68 (sivu 63)

Lineaarinen riippuvuus. Arvosana 4,5 vastaa
pisteméiiria 10 ja arvosana 10 pisteméairii 36
Arvostelusuoralla y = kx +b on pisteet:

(X, ¥,)=(10;4.5)
(X,, Y,) =(36,10)

L _10-45_55 11

T 36-10 26 52

T 68 (sivu 63) T 68 (sivu 63)
Ratkaistaan vakio b tiedolla, ettd kun x on 36, H X + 124
.. Arvostelusuoray =
niin y on 10: 52 52
10=1 3640 os] B
52 0 ///
85 4 LA
b=10- 396 — 124 s T
52 52 7,§ ] P
6,5 4 o
Arvostelusuora on 11 124 61 ////
—_— —_— 55 4 |
52 52 Nl
101112131415161718192021222324252627 282930313233343536
T 68 (sivu 63) T 68 (sivu 63)

Lasketaan, miti arvosanaa vastaa pistemidra 20:

y = H.20+ﬁ=6,6
52 52

Lasketaan, mité pisteméérii arvosana 6 vastaa:

11 124
—X+——=6
52 52
11x+124 =312
188

X=—m2=17
11




T 68 (sivu 63)

T 73. sivues
Lasketaan, miti pistemiirii arvosana 9— eli Asteikkojen viililld on lineaarinen riippuvuus.
8,75 vastaa:
Olkoon f(x) =y = kx + b, missi
11 124 x on liimpétila celsiusasteina ja
) X+ S5 =875 y on limpétila fahrenheitasteina.
11x+124 =455 Kuvaajalta tiedetédéin kaksi pistetti:
w=31_3 (x15 1) = (15,59)
11 (x5,y,2)=(100, 212)
T 73 (sivu 64) T 73 (sivu 64)
Kulmakerroin Kulmakerroin
=212—59=§=1’8 =212—59=§=1’8
100-15 85 100-15 85
Siis f(x)=1,8x+b Siis f(x)=1,8x+b
Vakio b voidaan ratkaista tiedolla:
f(15)=18-15+b =59
T 73 (sivu 64) . . .
Lineaarinen regressio
f(15)=1,8-15+b =59 ) .
Joko laskimella tai
1,8-15+b=59 taulukkolaskennalla(Excel)
b=59-18-15 Moodlessa Java-ohjelma, jolla voit myds
b =32 kokeilla

Vastaus: Celsiusasteet x muutetaan fahrenheit-
asteiksi funktiolla f(x) = 1,8x + 32




Tehtava 76 s.65
Kuvaaja, johon lisatty trendiviiva

Energian kokonaiskulutus
Vuosi 1994 alkaen Energian kulutus
0 1217 1,5
1 1,195 1 y = 0,0182x + 1,1986
2 1,294 ’ *
3 1,283 1,3 4 ¢ o °
4 1303 12 <
5 1,061
6 1318 1'1
*
7 1388 1 T T T T T T T
8 1,405 0 1 2 3 4 5 6 7

Ohjeita
 Variaabelin kotisivu:

http://www.otava.fi/oppilaan_maailma/lukio/variaabeli/

Seka Excel- etta laskinohjeet!

Toisen asteen yhtalo
(kertausta)

Esimerkkeja

x2=49 |/ x?-2x=0
x=47 X(X—=2)=0
x=0 tai x-2=0

x=0 tai x=2
X*+4=0
x> =—4

Ei ratkaisua

Toisen asteen yht:ilo

ax’ +bx+c=0

-bt+b%*-4-a-c

2-a

x> —4x+3=0
X_—(—4)iw/(—4)2—4~1~3
- 2.1
_4+416-12 _4+/4_4+2

2 2 2
Xlzﬂzzzl

2 2

4+2 .
xz_%=g=3 Vastaus: x =1taix =3




Ratkaise

2x2+x-1=0

Toisen asteen yhtilo

ax? +bx+c=0

_—biw/b2—4~a-c

X =
2-a

Diskriminantti D=b?—4-a-¢

Diskriminantin merkki:

» Jos D>0, yhtaldlla 2 erisuurta reaalijuurta
» Jos D=0, yhtalolla 1 reaalijuuri(kaksoisjuuri)
» Jos D<0, yhtalolla ei ole reaalijuuria

T 98 (sivu 83)
a)
x2-9x+12=0
o —(9£/(-9)?-4-1-12

2-1

D=(-9)%-4-1-12=81-48=33>0

Vastaus: Yhtilolla on kaksi reaalijuurta

T 98 (sivu 83)

b)
3x2+0x+2=0

D=02-4-3.2=-24<0

Vastaus: Yhtilolla ei ole reaalijuuria

T 98 (sivu 83)

b)
2x2 +12x+18=0

D=12>-4.2.18=144-144=0

Vastaus: Yhtilolld on yksi reaalijuuri




T 101 (sivu 83)
X*+x+a =0

Yhtilolld yksi reaalijuuri:
Diskriminatti = 0

D=1>-4.1.a=0

1-4a=0
1
a=—
4

Toisen asteen
polynomifunktio

f(x)=ax?+bx+c

Paraabeli f(x)=ax2+bx+c

T 83 a). (sivu 81) f(X)=X2*2X+2
Nollakohdat : x*>—-2x+2=0

X:2i1/(72)274‘1«2
T 2:1
_2+44-8 2:4-4
\ / / \ Ei ratk:isua ’
/ \
LLNIA L / :
I \
a>0 a<0
Lasketaan funktion arvoja taulukkoon
X X —2X+2 \ /
\ /
2 |2 \ /
11 : /
3]s .
/
0|2
4 10 C —
-1|5
-2 (10




T 83. (sivusa) T 83. (sivusy
D) gx)=—x?+4x-3 _-4v2 -2
l = =—=
Lasketaan funktion nollakohdat: -2 -2
5 -4-2 -6
-x“+4x-3=0 X2=775 =j2=3
=44 —4-(-1)-(-3) )
X= 2-(=1) Nollakohdat ovat x=1 jax=3
-4£16-12 -4%/4 -4x2
- -2 To-2 0 =2
T 83 (sivu 81) T 83 (sivu 81)
2
Paraabelin huippupiste on aina nollakohtien ¥ |y=—x"+4x-3
puoliviilissi, joten huipun x-koordinaatti on 2. 2 | _22,4.2-3=-4+8-3=1
Lasketaan timi ja muitakin kuvaajan pisteiti 1190
taulukolla. 310
0 | -3
4 | _4244.4-3=-16+16-3=-3
1| —(-1)*+4.(-1)-3=-8
5 | -524+4.5-3=-25+20-3=-8

T 83 (sivu 81)

y=—x2+4x—3

T 91 (sivu 82)

Paraabelin yhtil6 on muotoa
Y-Yo =a(x—x,)*
Huippupiste on (xy,yq)=(-1,2)
Sijoitus:
y=2=a(x-(-1)’

y—2=a(x+1)?




T91. sivus

Koska piste (0, —1) on kuvaajalla, niin pisteen
koordinaatit toteuttavat paraabelin yhtilon:

—1-2=2a(0+1)*
-3=a
a=-3

Sijoitetaan saatu a:n arvo paraabelin yhtiloon
y-2=a(x+1)?

T91. siwus

y-2=-3(x+1)?
y—2=-3x}+2x+1)
y—2=-3x*—6x-3

y=—3x2—6x—1

Vastaus: y = -3x2—6x-1

T 94. sivus
Toisen asteen polynomifunktio on muotoa
2
f(x)=ax’+bx+c y—Yo =a(x—Xg)

Kuvaajalta tiedetiin pisteet (2, —1), ja (6, -1).

T 92 (sivu 82)

Koska piste (2, —1) on kuvaajalla, niin pisteen
koordinaatit toteuttavat paraabelin yhtilon:

vaajz —1-7=a(2-4)

seké huippu (4, 7)

Tehdiin sijoitus: —-8=a-4
y—7=a(x-4) a=-2
y-7=a(x-4)’

T 92 (sivu 82)

y—7=-2(x—4)°

y—7=-2(x>-8x+16)

y—7=-2x>+16x-32
y=-2x>+16x-25

f(7)=-2-7"+16-7-25=-11




