Pitka matematiikka 19.3.2004, ratkaisut:

1 &) f(=2) = (-2° +3(-2* ~24+1=3. b) g(}) = (1P + (12 —2- L +3 = 28,
c) f(x) =g(z )<:>2x +3z—2 = 0. Tamén ratkaisu on z = (—3+£v/25) = 1( 5
eli z = —2 tai 1

a+1
2. = fa+1(2x+3)dx - / (22 +3z) = (a+1)2 +3(a+1) — (a® + 3a) = 2a + 4. Siis
I =3, kun 2a + 4 = 5. Taméan yhtalon ratkaisu on a = —%. Vastaus: a = —%.
3. Jos tulot olivat 100a, olivat vuokramenot 25a. Muuhun kayttoon jai 7ba. Vuoramenot
olivat korotuksen jalkeen 1,15 - 25a = 28,75a. Muuhun kayttoon jai enda 71,25a eli
3,75a vahemman kuin ennen. Prosenteissa vahennys oli 100 - 3%‘2“ = 5. Vastaus: 5 %.

4. Koska a ja b ovat suunnikkaan sivuina ja suunnikkaan lavistajét puolittavat toisensa,
on PQ = 1(a+0b) = (=i +9j). Jos O on origo, on pisteen Q paikkavektori OQ =

OP+PQ_Z_]_22+QJ—22+QJ Vastaus: PQ—_§Z+29J3’Q (27 ;)

5. Funktion y(z) = 22 — 2z — 3 derivaatta on y'(x) = 2z — 2. Haetaan paraabelin pistetti
(x,y), jossa kulmakerroin y ( ) = tan45° = 1. On siis oltava 22 — 2 = leli x = 3

5
Josz=3 ony=(3)?-2-3 —3=—12 Vastaus: Piste on (3, -12).

6. Olkoon s maston huipun H ja perustan P maaraaméa suora ja kohdatkoon s talon
perustan tason pisteessa T'. Olkoon d talon vaakasuora etaisyys suorasta s ja x maston
korkeus PH. Olkoon vield A ja B suoran s pisteitéa siten, ettd AT = 4 m ja BT = 16 m.
Suorakulmaisesta kolmiosta, jonka muodostavat 4 metrin korkeudelta katsova, H ja A,

17
saadaan tan 25° = T ja kolmiosta, jonka muodostavat 12 metria korkeammalta
5 17 5
katsova, H ja B, saadaan tan22,5° = Tt Nain ollen T =d= L
tan 25° tan 22,5°

17 tan 22,5° — 5 tan 25°
Tasta voidaan ratkaista x = Ttan 22,5 o tan 25 ~ 90,4151. Vastaus: 90,4 m.
tan 25° — tan 22,5°

7. Olkoon kolmiossa ABC suora kulma C':ssid. C':std piirretty korkeusjana kohtaa hy-
potenuusan pisteessd D. Merkitdan CD = h. Jos AD = 3a, on BD = 7a. Olkoon
viela AC' = x ja BC = y. Kolmiot ADC ja C DB ovat yhdenmuotoiset, silla vastinkul-
mat ovat yhtdsuuret. Niin ollen z/y = 3a/h = h/7a. Viimeisestd yhtéldisyydesté
saadaan h? = 21a® eli h = V21 a. Sijoittamalla timé ensimmaéiseen yhtéldisyyteen

saadaan z/y = 3a/(v/21a) = v/3/+/7. Vastaus: V3 : /7.

8. a) Merkitddn yhtdlon vasenta puolta f(x,y) ja muokataan sen lauseketta. f(x,y)
=(2?—2x+1)+(y*> —day+(2a)?)+5a*+2a—1—4a® = (x—1)?>+(y—2a)*+(a*+2a—1).
Yhtilo f(z,y) = 0 saa muodon (z—1)%+(y—2a)? = —(a®+2a—1). Tadmi on ympyrin
yht#lo, jos a? +2a — 1 < 0. Koska a? +2a —1 =0, kun a = %(—Qj: V8) = —14+ /2,
esittdd yhtdlo f(x,y) = 0 ympyrid, kun —1 — /2 < a < —1 ++/2. b) Ympyrin ala
on suurin, kun siteen nelié 72 = 1 — 2a — a? on suurin. On siis 16ydettivi funktion
r?(a) = 1 — 2a — a? suurin arvo, kun —1 — V2 < a < —1 + /2. Funktion derivaatta
on —2 —2a = 0, kun a = —1. Funktion r%(a) kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli,
jonka huippukohta a = —1 kuuluu tarkasteluvalille. Funktion suurin arvo on siten
72(—1) = 2. Alan suurin mahdollinen arvo on 7r?(—1) = 2.
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. Ostettaessa n arpaa on ainakin yhden voiton todennékdisyys P; = 1 — P(ei voittoa) =

1 - (18) . Siten Py > %, kun (33)" < 3 eli kun nln3? < In3. Niin on, kun

n>1Inz/In32 ~ 13,51. Vastaus: Vahintidn 14 arpaa.

Jos f/(z) =1+ 1, on f@)=[(1+1)dz +c =2+ In|z|+ c. Sivuamispisteessi x
on fllz) =0elil+ 1 =0eliz= — 1. On my0s oltava f(—1) = 2, josta saadaan
14 c¢=2eli ¢ = 3. Funktion lauseke on f(z) =2z +In|z| + 3.

Funktio f(r) = 2% — e*~! = e*!8® — ¢*~1 Koska €* on kasvava, on f(x) > 0, kun
zlnz >z—1lelikun g(z) =zxlnz—2+1>0. Kmnz >1,ong¢'(z) =lnz+z -1 -1=
Inz > 0. Néin ollen g on kasvava ja koska ¢g(1) = 0, on g(x) > 0, kun z > 1. Tami
osoittaa, ettd f(x) > 0, kun = > 1. Edellisen mukaan f(z) = 0, kun g(z) = 0. Koska
g(1) =0, ja ¢’(x) > 0, kun > 1, on piste x = 1 funktion g ainoa nollakohta ja siten
myos funktion f ainoa nollakohta.

Koska funktio on maaritelty paloittain, on integraali laskettava vastaavissa paloissa.
k) = folm flx)sinzde = Y71 (n+1)7r2 "sinzdr. Nyt fé:H)w 2 "sinz dr =

(n+1)m
2*”/ —cosz = 27"(cosnm — cos(n + L)w) = 277((=1)" — (=1)"*t) =
27" (—=1)"(1 — (=1)) = (=1)"27"*L. Niin ollen I(k) = Eﬁ;é(—l)”Q*”“. Ky-
seessa on geometrinen sarja, jonka ensimmainen termi on 2 ja suhdeluku g = —%.
1—(=3)F
Siis I(k) = 2% = 3(1-(—3)"). Kun k — oo, niin (—1)* — 0. Néin ollen
2

limy o0 (k) = 3. Vastaus: I(k) = 3(1 — (—3)*) ja limg_.oc I(k) = 5.

a) On siis olemassa luku & siten, ettd n = km ja luku p siten, ettd m = pn. Niin ollen
n=km=kpnelin=0tai kp=1. Josn =0, on m=p-0=0. Jos kokonaisluvuille
k ja p patee kp = 1, on joko k = p =1 tai k = p = —1. Edellisessa tapauksessa m =n
ja jalkimmaisessd m = —n. Siis joka tapauksessa m = £n, miké piti todistaa. b) Jos
on olemassa luvut k ja r siten, ettd n = km ja p = rn, on p = rkm eli m on p:n tekija,
mika oli todistettava.

a) Jos z; = 1 kaikilla arvoilla i, on lim; - x; = 1, joten lukujono suppenee. Toisaalta
Yooy =limy, oo > 1 =lim,, oo n = 00, joten vastaava sarja hajaantuu. b) Jos
lukujono {z;} hajaantuisi ja sarja 3°°, x; suppenisi, olisi z,, = S7_ & — S 2y —
Yo i — Yy = 0, kun n — oo. Talldin jono {z;} olisi suppeneva, miké on
vastoin olettamusta. Siis hajaantuvaa lukujonoa vastaava sarja ei voi supeta.

Olkoon nopeuden verrannollisuuskerroin k:r\/_ Tilavuuden lausekkeesta saadaan,

1
ettd h(t) = —5V(t). Siten V'(t) = kry/m\/h(t) = k\/V(t). Differentiaaliyhtlo on
r
av av
siis o kvV. Erottamalla muuttujat saadaan \/_V = kdt & 2,/V(t) = kt + c.

Koska V(0) = 10, on 2v/10 = ¢. Koska V(30) = 5, on 2v/5 = 30k + 21/10, joten
k= f -2(1 — v/2). Ratkaisuksi saadaan téten V(t) = 1 (kt + ¢)? = 5(15¥2 ft +/2)2.
Astla on tyhji, kun V(¢) = 0 eli kun 1 5/§t+\/§ = 0, josta saadaan t = \?’/%\Q ~ 102,4.
Astian tyhjeneminen kestéa siis 102 sekuntia.




