Pitka matematiikka 24.9.2003, ratkaisut:

1. a) z = 1(3+£v29). b) f/(z) =1« 2z -3 =14 z = 2. c) Kuvaaja on suora
plstelden (0,-3) ja (2,0) kautta.

2. Neljakkaan ABCD lavistajat ovat kohtisuorat. Olkoon niiden leikkauspiste F, AE =
7 ja BE = 2x. Koska kolmio AE B on suorakulmainen, on 2%+ (2z)? = 52 eli 522 = 25,
josta = v/5. Neljikk#in ala on 4 - % -2 -2z = 20. Vastaus: 20 cm?.

3. a) f'(z) = 2¢**72 + 322 b) Koska f/(1) = 2¢° + 3 = 5, on kiiyrin pisteeseen (1,1)
piirretyn tangentin yhtalo y—1 = 5(x—1) eli y = 5z —4. ¢) Tangentti leikkaa akseleita
pisteissé (0,-4) ja (5,0). Niiden viilisen janan pituus on |/(5)2? + 42 = £/26.

4. Olkoon P = (z,y). Télléin PA+ PB + PC + PD + PE = (=1 —z)i + ( y)j+
(I=z)i+(=2=y))+2-a)i+(1=-y)j+2-2)i+ B -y)j+(=2—-2)i+(-2-y)j
(2 — 5:6)2 + (1 — 5y)j. Téamai on nollavektori, kun 2 — 5z =0ja 1l -5y =0eli z =
jay = +. Vastaus: Pisteestd (2

mmH

57 5)

5. Jos seoksessa on paarynamehua 100a ja omenamehua 10056, on seoksessa sokeria 14a+
7b. Toisaalta seoksessa on sokeria - 100 L (100a+100b) eli 11a+11b. Tisti saadaan yhteys
14a 4 7b = 11a+ 11b eli 3a = 4b eli a/b = 4/3. Vastaus: Neljd osaa péddrynamehua ja
kolme osaa omenamehua.

6. Jos |z| < 7w/2jam <y <2m oncosx = + 1 —sinz ja siny = —/1 — cos2y. Siis
sin(z — y) = sinxcosy — cosxsiny = 3 (—= ,/%2\/> 2@_1 ~ 0,83.

7. a) Unioni Ty U Tgpo on kuusisakaramen tahti, missa kukin sakara on tasasivuinen
kolmio, jonka sivuksi saadaan 1 3a. Unionin ala on Tp:n ala lisattyna kolmen sakaran

alalla eli on 1a?v/3+3- 13 )2\/_ 1 a?. b) Unioni Ty U Tiapo = Ty, joten sen ala

on 4a 3. ¢) Unioni ToUT1800 = Tp UT600 joten sen ala on a)-kohdan mukaan \}ga2.

8. a) Olkoon O = (0,0),A = (2, ) ja B = (5,0). Tiheysfunktion kuvaaja koostuu vélilld
[0, 5] janoista OA ja AB sekd muualla z-akselista. b) P(z < 1) on sen kolmion ala,

jonka kirjet ovat O, (1,0) ja (1,1). Siis P(@<1)=3-1-1= P(x > 3) on sen
kolmion ala, jonka kérjet ovat (3 0), (3,1%) ja B Sus Pz > 3) =1 - 4.2=4=
Pl<z<3)=1-P@x<1)—Plx>3)=1-% — & =1,

9. Olkoon O kolmion ABC ympéri piirretyn ympyran keskipiste ja R sdde. Jos sivu
BC = a, on /BAC = «. Vastaava keskuskulma BOC = 2a. Leikatkoon 2a:n
puolittaja BC':n pisteessa D. Kolmio ODC' on suorakulmainen, hypotenuusa OC' = R

a
ja a:n vastainen kateetti DC' = %a. Siissina = —eli R = mika piti todistaa.
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Iny >0, kiny > 1, lIny =0, kiny =1 jalny <0, kun 0 < y < 1. Edelleen,
lt—2=2—-2>1L kinz >3, 0<|z—2=2-2<1, kun 2 < z < 3 seki
lt—2|=2—-z>1L,kuinz<ljal0<|z—2/=2—2<1 kun 1 <z < 2. Siis f(x)
onln2—-z),kuinz <1, —In2—2), kun 1 <z <2, —In(zx —2), kun 2 < z < 3
ja on In(x — 2), kun « > 3. Selvésti f(x) > 0 ja on nolla, kun z = 1 ja kun = = 3.
Funktio saa siis pienimmén arvonsa arvoilla z = 1 ja x = 3. Derivaatta f’(z) > 0,
kun 1 < z < 2 ja kun = > 3, joten f(z) on niilld vileilld kasvava. f'(x) < 0, kun
x < 1jakun 2 <z < 3, joten f(z) on nailla valeilld viheneva.

flx) = e (@ —a)® = 30 (0% = 2apx + af) = na? — 20350 ap + >4, aj.
Tama on ylospain aukeava paraabeli, joka saa pienimmén arvonsa derivaatan nolla-
kohdassa. Koska f'(z) = 2nz — 2>} _, ar, on f'(z) =0, kun nz — >, _; ar, = 0 eli

kun z =1 22—1 ak Tama on Juurl vaitetty plenlmman arvon kohta Pienin arvo on
FG Y ak) (O han)® =25 (i ak) 2o ag = Yoo ag — (g an)”.

Korkotekija ¢ = 1,015. Ensimmaéisen vuoden korko on 200-0,015-(124+11+...4+1)/12 =
19,5. Paaoma ensimmaisen vuoden jalkeen on K = 12 - 200 4 19,5 = 2419,5, toisen
vuoden jilkeen (1+ ¢)K, kolmannen vuoden (1+ ¢+ ¢?)K jne. a) Kun poika tiyttii

1— 18
18 vuotta, on tililli rahaa (1+q+¢*>+ ...+ ¢ VK = K . 7~ 49 574,0446. b) Jos

1—q" -1
kaksioon on talletettava n vuotta, on K ¢ _ 135000, josta ¢" = 1+ qT 135000
1 1
elin = l—ln(l + QT 135000) ~ 40,84. Vastaus: a) 49574,04 euroa, b) 41 vuotta.
ngq

Tilavuus V = 7 [; (Inz)?dz. Osittaisintegrointi antaa V = 7r(/1 z(lnz)?-2 [{ Inzdr) =

(e — 2(/6161113: — [ dz)) = m(e —2e+2(e — 1)) = (e — 2).

Jos F(z) = [ f(t dt, on G(x) = %(F(ﬂﬂ) — F(0) ja G'(z) = —z(F(x) — F(0)+
(F'() 0)=—1G(@)+ 5 f() (f(x)—G( ))- JOSfODkasvava Onf()Zf(t)
kaikilla £ <. Tallsin Jy f@)dt < f x) [y dt =af(x)eli f(z) =L [Ff = G(x).

Téamén perusteella G’ (z) = l(f(:z:) — G(x)) > 0, joten myos G on kasvava

x
a) y'(x) = cosx — sinz, joten y'(x) + 2sinx = cosx + sinx = y(z). Lisdksi y(0) =
sin0 + cos 0 = 1. Siis y(z) on differentiaaliyhtélon ratkaisu annetulla alkuehdolla. b)
Yhtélon Eulerin menetelmé on yop = 1,29 = 0, yi41 = yi+h(y;—2sinz;), i = 0,1,2, ....
Kun h = 0,5, on laskettava y;11 = 1,5y; —sinz;, @ = 0,1,2,3. Kysytyiksi arvoiksi
saadaan

T y(x;) Yi yi — y(z;)
0 1 1 0

0,5 1,3570 1,5 0,1430
1,0 1,3818 1,7706 0,3888
1,5 1,0682  1,8144  0,7462
2,0 0,4931 1,7241 1,2309



