YLIOPPILASTUTKINTO- 16.3.2007 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintdéin kymmeneen tehtéiviidin. Tihdelld (+) merkittyjen
tehtivien maksimipistemaéri on 9, muiden tehtévien maksimipisteméiré on 6.

a) Ratkaise yhtild 722 — 6z = (.
b) Ratkaise epdyhtald |3z — 2| < 4.
¢) Sievennd lauseke +/av/a (o > 0).

(=3

a) Laske integraali f 2 (1+ 227) d.
0

b) Madrita funktion f(z) = +/2? + 1 derivaatta f'(1).

c) Sievenni lauseke g2 — 222,

a) Merivettd, jossa on 4,0 painoprosenttia suolaa, haihdutetaan altaassa, kunnes sen
massa on vahentynyt 28 %. Miké on suolapitoisuus haihduttamisen jilkeen? Anna
vastaus prosentin kymmenesosan tarkkuudella.

b) Miké on vuotuinen korkoprosentti, jos tilille talletettu rahaméérs kasvaa korkoa
korolle 1.5-kertaiseksi 10 vuodessa? Lihdeveroa el oteta huomicon. Anna vastaus
prosentin sadasosan tarkkuudella.

Madarita jokin pisteiden A = (2,3,6) ja B = (4,—7,—3) kautta kulkevan suoran
suuntavektori ja muodosta suoran parametriesitys. Mairita suoran ja xy-tason leik-
kauspiste.

Laske suorlen r +y =1, 2+ y =6, 2 — 3y =1 ja £ — Iy = —4 viliin jidvin alueen
pinta-ala.
x¥+ Tz +2

Ratkaise epayvhtild pr > 1,

Suoran ympyriapohjaisen kartion sisddn asetetaan tilavuudeltaan suurin mahdollinen
suora ympyrapohjainen lierid, jonka akseli on kartion akselilla, pohjista toinen on
kartion pohjalla ja toisen kehd koskettaa kartion valppaa. Kartion korkeus on 6
pitunsyksikkds ja pohjan side on r. MEArita lierion korkeus.

Satunnaismuuttuja X saa arvoja vililtd [0, 1], ja sen tiheysfunktio on muotoa

£ {2

Méritd vakio a. Milld todennikéisyydelld X on viililla [0, 2]?

KAANNA!



10.

11,

12.

13.

*14,

*1D.

Laske kuution avaruusldvistdjin AG ja sivutahkon ldavis-
tijain AC suuntien vélinen kulma 0,1 asteen tarkkuudel- ) ___---—f"'rx
la. Laske edelleen avaruusldvistijin AG ja sivatahkon E|_\
lavistdjén B0 suuntien vilinen kulma.

n —2
M2 = 1.2.3,,.,. Osolta, &tt5 kaikille
-+ 1 '

termeille pitee a, < 2 ja app = @n. MEErItA raja-arve limg o @,

Jonon (a,,) termit ovat muotoa a, =

Olkoon f funktio, jolla on seuraavat ominaisuudet: flz + y) = flz)f(y) kaikilla
reaaliluvuilla = ja %, f(0) = 1 ja f on derivoituva muuttujan arvolla (. Osoita
erotusosamAdrii kiyttien, ettd f on derivoituva kaikkialla ja etta f'{z) = f(0) f(z).
Anna esimerkki funktiosta, joka toteuttaa nimi ehdot.

3

1 G ; s
Laske integraalin f — dx tarkka arvo. Laske sille myds visidesimaalinen likiarvo
1

puolisuunnikassainnslld kidyttimalla neljis jakovilid. Miké on likiarvon suhteellinen
virhe prosentteina?

Olkoon n alkuluku sekd 2 ja y kokonaislukuja. Osoita, ettd
*+yt=(z+y" (modn).

Olkoon P(x) =% o, ¢ vilillai-l<z<l,n=123,....

a) Perustele, miksi raja-arvo f{x) = limg, oo Pu(z) on olemassa vElilld —1 < x < 1.
Madarita f(z).

b} Johda ja sievenni erotuksen F,(z) — f(z) itseisarvon lauseke.

¢) Kuinka suuri on polynomin F,{x) asteluvun n vihintdin oltava, jotta

|Pn|:_ﬂ:5) 3 f(_[]:'ﬁ]l = ll{}l 1

a) Olkoon @ >0, b > 0 ja 0 < p < 2. Niyti, ettd pab < o® + b, (3 pistettd)
b) Oseita, ettd jos suorakulmaisclla kolmiolla ja nelidlld on sama pinta-ala, nin
kolmion piiri on pidempi kuin nelidén piiri. (6 pistetta)



Pitkd matematiikka 16.3.2007, ratkaisut:

. a) Tt —b6r=0=o(Te—6)=0+<=cr=0taiz==.

G

b) 3z —2| <4< —-4<3z-2<4 Nyt —-4<3z—- 2"{:""313}*2{"—_#E}—§ja
3z -2 < 4 3x < 6 < z < 2. Epayhtildn ratkaisu ::-nsus——-::f_r:-a:'.z

c) ;’ = gdfs — {ES:’E 1/3 — g1/2 N

1/2

1/2
a) [17%(1+ 2z%)de 6! 2o8=l+3-1=142 -1
1 2z 1
b) fl(z) = - —— = ——. Siis f'(l)= —
) F@ =57 ~ e S U=
¢) e2lne _ 222 — glna’ _ 9% = 52 _ 952 — 42

. a) Jos merivettd on 100z, on siind vettd 96a ja suolaa 4a. Haihdutuksen jilkeen

jaljelld on vettd 96a — 28a = 68a ja suolaa edelleen 4a eli yhteensd 72a merivetta. Sen

4 50
suolaprosentti on nyt 100 - z ; e ~ 5,5566. Vastaus: 5,6 %.

b) Jos korkoprosentti on p, on korkotekiji ¢ = 1+ p/100. Tehtévin mukaan rahaméa-
rin a kasvulle pitee ¢'% = 1,5a eli ¢*° = 1,5. Tastd saadaan ¢ = W15 =~ 1,04138,
josta edelleen p = 100(g — 1) = 4}138. Vastaus: 4,14 %.

. Pisteiden A ja B paikkavektorit ovat OA = 243746k ja OB = 45 — 77 — 3k. Kysytty

suuntavektori on AB = OB — OA = 2{ — 107 — 9%. Suoran pisteen P paikkavektori
on OP = OA+tAB = (2+ 2t)i + (3 — 10t)7 + (6 — 9¢)k. Suoran parametriesitys on
sitenr=2+2f, y=3-10t, z=0— 9

Suora leikkaa ry-tason, kun z = 0 eli kun 6 — Qt = (. Niin tapahtuu, kun t = £

E‘ '
Leikkauspisteen koordinaatit ovat =2+ 2. 2 Ja y=3=-=10- 2 %

Vastous: Parametriesitys on ¢ = 242, y = 3 —10¢, z = 6 — Qt ja leikkauspiste
10 _ 11 oy~

10 _ 1 o)

e 2

. Suorien r+y = 1 jax—3y = 1 leikkauspiste saadaan yhtiloparistaz+y = 1, -3y = 1,

jonka ratkaisu on z = 1, y = 0. Nain jatkamalla nahd&an, ettéi suora r+1y = 1 leikkaa

suworia z =3y = 1 jaxz—3y = —4 pisteissi A = (1,0) ja B = --, 4} Samoin nihdain,
etta suoraz +y =06 leikkaaswoniaz -3y =1jaz - 3y = —4 pisteissa ) = {];i—g, %]
ja € = (3%,3). Vaakasuora jana DFE jakaa tarkasteltavan nellkulmmn ABCD kahteen
kolmioon. Kolmion ABD ala on 3 - (1 — (=1))- 2 = 25, ja kolmion BCD ala

% '[]f (“%j) : [% — i} 25 . Kysytyn nehkulmmn ABGD ala on siis 25 + 25 — 25

4
Vastaus: % /

. Kun z > 3, saadaan epiyhtild muotoon 22 + T2 4+ 2 > z — 3 eliz? + 6z +5 > 0.

Vasemman puolen kuvaaja on vlospain aukeava paraabeli. Sen nollakohdat ovat = =

-6 £ /36 = 20 . .
5 =-3+2eliz=-5jax=-1. Niinollen 22 + 6z +5 > 0, kun

< —5taix > —1, Alueessa xz > 3 on siis % + 6z + 5 > 0 kaikilla arvoilla =.

Kun z < 3, saadaan epiyhtalé muotoon 22 + Tz +2 < £ — 3 eli z2 + 6z + 5 < 0.
Edellisen mukaan z2 + 6z + 5 =0, kun £ = =5 ja £ = —1. Niin ollen alueessa z < 3
onz®+6x+5<0, kun -5 << —1.
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11.

Vastaus: Kun -5 < x < —1 tai x > 3.

Leikataan kartiota sen akselin kautta kulkevalla tasolla. Olkoon leikkauskuviossa A
pohjaympyrin keskipiste ja r = AC side sekd B kartion huippu. Olkoon vield z = AD
lierion korkeus, 0 < x < 6jas=FED llerii:':n sdde. Yhdenmuotoisista kolmioista ABC

6 —
ja DBE saadaan verranto = - _3_' josta edelleen s = v — grz. Lierién tilavuus
V = xs%z on z:n funktiona V{:r) ri(l — -:s} z = 7r¥(z — 35° + 352°), Timin
derivaatta on V'(z) = wr?(1 — %z + 52%) = Lwr?(z? —8x + 12] De:wa:a.tta hilviaa,

-
pins DEVOIEES . i e e S 6, NEES ek el s s

2
tarkastelualueella, Koska V(z) > 0, kun 0 < z < 2 ja V'(x) < 0, kun 2 < = < 6,
saavuttaa lierion tilavuus suurimman arvonsa, kun = = 2.

Vastaus: Lierion korkeus on 2.

Jotta f olisi tiheysfunktio, on ﬂltava f {:1:] 2 0,kun 0 € 2 < 1 seka ful flz)dz = 1.

ﬂ

Nyt [, f(z)dz = fu 2+ 2)dr = /' 2222 + 22 = (1 4 g). Integraalin arvo on 1, jos

[

§+a=2{:‘=ﬂ —2a+1—ﬂ==¢ (a-1) =0<=0a=1.

Arvollag=1on f(z)=z+ 2z > 0, kun 0 < z < 1. Niin ollen f(z) on tiheysfunktio,
kun a = 1.

4
Todennikoisyys, ettd X on vililld [0, ] on fu” x4+ 1)de = /i +iz=3+3=14
1]

Vastaus: @ = 1 ja todennakdisyys on 2.

. Olkoon kuution sivun pituus a. Sijoitetaan kuutio koordinaatistoon siten, ettd 4 =

(0,0,0), D = (a,0,0), B = (0,a,0) ja E = (0,0,a). Tilléin AC = ai + aj, |AC| =
av2 ja AG __G_u-: + aj + ak, |AG| = av3. Niiden viliselle kulmalle o saadaan
AC- A a® + a? 2 .
|E1 |E| 2 ‘\./_ '-,/A 'v/_ == (),8164966, joten o =~ 35,26439°,
Vektori BD = AD — AB = ai — aj. Koska AG - BD = a® — a2 = 0, on vektoreiden
vilinen kulma 3 = 90°.
Vastaus: Kysytyt kulmat ovat 35,3° ja 90°.

Yleinen termi a,, = = = L < 2, kﬂska—l < 1.

n+1 -+ l( - ( n ﬁ }

-1 nin+ n—1){n+2 4
7 = Ln — =2 — &
Snk1 =3 {ﬂ+2 n+1} (n+1)(n+2) (ﬂ-—l—l}(ﬂ--i—?] >0
Néin ollen aina agp1 > @y
— 1

Lopulta lim,, o0 @n = liMa—yee 2 - %———Jll = 2, silla lim, . % = 0,
Koska f on derivoituva arvolla 0, on olemassa limy_,q f(R) ; f(0) = f'(0).
Pisteesi zon LN 10) _ S~ 1(0) _ ) B =1 _ 1) S0 1)

fz +h) - flx)
h

Néiin ollen on olemassa f'(z) = limyo = f(z)f'(0). Siis f on deri~

voituva kaikkialla ja f'(z) = f(z)f/(0).
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Esimerkiksi funktio f(z) = ¢® tiyttdd tehtdvan ehdot: f(z + y) = eV = £%e¥ =
Flz)f (1), f(0) =€ =1 ja f on derivoituva arvolla 0.
3
7 lir= /lng =In3~ 1,098612.
&L 1

Puolisuunnikassadntd funktiolle f{x) valilld [1, 3] kdyttaen neljda jakovalid on S{x) =
(/MG @)+/(G)+3/()- Kun [(2) = 3,00 5(z) = 3(3+5+3+5+3)
§7 ~1,116667. Siis [, —dz ~ § ~ 1,11667.

b —In3
In3
Jos n on alkuluku ja z kokonaisluku, joka ei ole jaollinen m:lli, on Fermatin pienen
lauseen mukaan 2™~ = 1 {mod n) eli z* = z (mod n). Jos taas z on jacllinen n:lla, on
olemassa kokonaisluku k& siten, ettd z = kn. Talldin 2™ —z = (kn)"—kn = n(n"*"1k—k]

eli 2™ = z (mod n). Siis kun n on alkuluku ja z kokonaisluku, on z* = z (mod n).
Jos nyt n on alkuluku ja z, y kokonaislukuja, niin edellisen mukaan

(z+y)" =2+ y (mod n) = 2" (mod n) + y" (mod n) = 2" + y™ (mod n), mika piti
todistaa.

Likiarvon suhteellinen virhe prosentteina on 100 - =2 1,643 eli 1,64 %.

a) P.(z) = 3.._, " on geometrinen summa, jonka ensimmaéinen termi on z ja suh-

1—-z"
deluku ¢ = z. Niin ollen surnma on FP,(z) = = : 1 Kun -1 < ¢ < 1, on
: ; . | ek ; ian R
iMoo 2™ = 0, joten on olemassa iMoo 1 3; =y a . n osoitettu, etta valilla
— - I
—1 < x < 1 on olemassa raja-arvo f(z) = lim, oo Prl(z) = | =
-
. 1 — ™ 1 |I,|n+l
b) Edellisen mukaan |F,,(x) — f(z}| = |z|- — e .
) 1Pae) = f@)] = la] - | — | = P
: | — 0,5/7+! .
c) Edellisen mukaan |P,(-0,5) — f(-0,5)| < 0,01, kun 1_;[}5 < 0,01 eli
ad kk " " 1. ]' + 1
(0,5)+! < 0,015. Tista saadaan ehdoksi (r+1)In0,5 < In0,015elin+1 > ];ﬂ[?rﬁ >
n0,5

6,05 eli n > 6. Asteluvun on siis oltava vahintaan 6.
a)Josa>0,b>0,on0< (a—b)2=a%+b%—2ab, joten 2ab < a® + 5. Koska p < 2,
on pab < 2ab. Siis pab < a? + 4%, miki piti todistaa.

b) Olkoon sucrakulmaisen kolmion kateetit o ja b sekd nelion sivu ¢. Talldin kolmion
kolmas sivu on va? + b2, Koska pinta-alat ovat samat, on %m‘n = ¢Z, josta saadaan

c = (/zab. Viite on nyt a + b+ a2 +8% > deeli a+ b+ Va2 + b2 > 2v/2ab eli
a+b+ va? + b2 —2v2ab > 0.

Koska b > 0, on va? + 8% > a. Nainollen a+b++/a® + 52 =2+/2ab > 2a+b—-2v2ab =
(v2a — vb)? = 0. Siis @ + b+ va? + b2 > 4e, miké piti todistaa.



