— YLIOPPILASTUTKINTO- 12.3.2008 MATEMATIIKAN KOE

\ LAUTAKUNTA LYHYT OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintdin kymmeneen tehtdvain.

a) Ratkaise yhtilo 2x + 1 = 2° + 2.

b) Ratkaise yhtdloryhmé 2z +y =1,z —y = 0.

¢) Kumpi luvuista % ja g on suurempi? Perustele ratkaisusi likiarvoja kiyttamaétta
esimerkiksi muodostamalla lukujen erotus.

a) Ratkaise yhtilo 5z — (1 — ) = 13z,

b) Maéritd lukujen 7, 3, 6, 3, 5, 3, 1 mediaani ja keskiarvo.

a+3 3a+9
a © 2a

¢) Sievenni lauseke

a) Laskettelurinteen kaltevuuskulma on 7,0 astetta ja rinteen korkeusero 180 met-
rifi. Kuinka pitké rinne on? Kuinka kauan kestéié hiihtohissilla matka rinnetta pitkin
alhaalta ylos, kun hiihtohissin nopeus on 6 km/h?

b) Suora kulkee pisteiden (1,0) ja (3,3) kautta. Kuinka suuren kulman se muo-
dostaa r-akselin positiivisen suunnan kanssa? Anna vastaus asteen kymmenesosan
tarkkuudella.

Kumiputken ulkohalkaisija on 53 mm ja seindméin paksuus 4 mm. Kuinka pitki
putken on oltava, jotta putkeen mahtuisi 3,0 litraa vetta?

Kannykkiliittymén A kuukausimaksu on 4 eurca ja pubelumaksu 0,09 euroa mi-
nuutilta. Kinnykkiliittymissd B el ole kuukausimaksua, mutta pubelumaksu on
0,12 euroa minuutilta. Madritd kuukausilaskun suuruus kummassakin tapauksessa
lausekkeena, jossa muuttujana on puheaika minuutteina. Milld puheajalla liittymien
A ja B kuukausilaskut ovat yhté suuret?

Aénilihteen tuottaman #éinen intensiteetti on kiéntden verrannollinen dénilihteen
etaisyvden nelioon. Festareilla Miisa istui aluksi 50 metrin padssé orkesterista, mutta
siirtyi sitten 15 metrin péashén orkesterista. Kuinka monta prosenttia kasvoi dinen
intensiteetti?

Pallo heitetdin hetkelld § = 0. Sen lentokorkeus metreind saadaan lausekkeesta
—0,15¢% + 2,4t + 1,8, missé t on aika sekunneissa. Kuinka korkealla pallo kiy? Milld
aikavililla sen lentorata on laskeva?

Kulhossa on viisi punaista ja kymmenen mustaa palloa. Kulhosta poimitaan umpi-
miéhkiisin viisi palloa palauttamatta yhtéikiaan. Mikd on todennikéisyys, ettd ainakin
vksi poimituista palloista on punainen? Milli todennikoisyydelld kaikki viisi ovat
samanvarisia?
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Lomapaketin hinta koostui hotelli- ja matkakostannuksista. Hotellikustannukset las-
kivat 5 % ja matkakustannukset nousivat 18 %. Muutosten jilkeen lomapaketin hinta
oli sama kuin aikaisemminkin. Kuinka monta prosenttia matkakustannukset olivat
lomapaketin hinnasta ennen muutoksia?

Kolmannen asteen polynomifunktiolla f(z) = az®+ba” +cr+d on paikallinen minimi
—2 kohdassa = ( ja paikallinen maksimi 1 kohdassa x = 2. Maérita kertoimet a,
b, ¢ ja d.

Isoisd avasi vuoden 2006 alussa lapsenlastaan varten tilin, jonka vuotuinen korkopro-
sentti lihdeveron vihentimisen jilkeen on 1,750, ja talletti tilille 700 euroa. Isoisi
jatkaa seuraavina vuosina tallettamalla saman summan. Korko lisdtain vuosittain
tilin saldoon vuoden viimeiseni piaivind. Kuinka paljon tililla on rahaa vuoden 2010
lopussa koron lisiivksen jilkeen? Muodosta ja sievenni lauseke, joka antaa tilin sal-
don vuoden lopussa, kun talletus on tehty n kertaa. Minkid vuoden lopussa rahaa
on vihintain 12000 euroa?

Taiteilija suunnittelee taideteoksen, joka koostuu suoran ympyrilierién muotoises-
ta vesialtaasta seki siihen sijoitetusta kivikuutiosta, jonka pohjanelié lepéda altaan
vaakasuoralla pohjalla. Tilasyisti altaan halkaisijaksi valitaan 3,5 metrid, mutta al-
taan syvyvden ja kuution koon taiteilija saa valita vapaasti. Hin haluaa kuuntion
vlitahkon olevan samassa tasossa kuin vedenpinta. Vettd altaassa pitdd olla mah-
dollisimman paljon. Miké on veden syvyys niillid ehdoilla? Anna vastaus desimetrin
tarkkuudella.

Piirrd funktioiden z* — 2z ja —x + 3 kuvaajat samaan koordinaatistoon. Etsi yhtdlsn
#® —2r = —x + 3 juuri haarukoimalla. Anna vastaus yhden desimaalin tarkkuudella.

Vuoden 2002 alussa Liisa talletti 1 000 euroa tilille, jonka vuotuinen korko oli 1,5 pro-
senttia. Kuinka suuri talletus korkoineen oli viisi vuotta myéhemmin? Korkotulon
lihdevero oli 1.1.2005 lihtien 28 prosenttia ja siti ennen 29 prosenttia. Mika oli tal-
letuksen reaaliarvon muutos prosentteina? Vuoden 2002 alussa elinkustannusindeksi
oli 1548 ja viisi vuotta mythemmin 1632.

Ratkaise joko kohta A tai kohta B*:

A) Lukion 325 opiskelijasta 65 opiskelee espanjaa. Arvalla valitaan 32 opiskelijan
ryhmé. Kuinka suuri on todennikéisyys, ettd ryhmén jisenistd 12 opiskelee espan-
jaa? Entd mikd on todennikéisyys, ettd tissd 32 opiskelijan rvhmissi korkeintaan
3 opiskelee espanjaa’ Approksimol binomijakanmaa normaalijakaumalla ja laske to-
dennékaisyys sille, etti edelld kuvatussa ryhméssd on vidhintddn 13 espanjan opis-
kelijaa.

B) Suunnikkaan ABCD kiirki A on pisteessi (—3,7) ja sen pisteestd A ldhtevini
sivuina ovat vektorit AB = 3i + 2j ja AD = i + 5j. Maaritd pisteiden B, C ja
D) paikkavektorit. Kuinka suuri on lavistdjavektoreiden AC' ja DB vilinen kulma?
Anna vastaus asteen kymmenesosan tarkkuudella.

* Tehtiviit 15A ja 15B ovat keskeniiiin vaihtoehtoisia. Tehtéivi 15A on laadittu vanhojen, vuoden 1994
lukion opetussuunnitelman perusteiden mukaan, tehtivi 158 uusien, vuonna 2005 kiyttoon otettujen
lukion opetussuunnitelman perusteiden mukaan. Kumpaan tahansa tehtiiviiiin saa vastata,



Lyhyt matematiikka 12.3.2008, ratkaisut:

: 13

a)2z+1=a2+22 <= 22=1 < 2=+l
b) Laskemalla yhtdlét }rhteen saadaan 3z = 1 eli # = ;. Edelleen, y =z = %+
c)i-f=8-£=2>0.8is3>8

Vastaus: a):c=:|:1,b}:{:-y—3.c) £>8

a)bfr—(1-2)=13z < 62—1=132 < Tz =-1 < z=—

b) Luvut ovat suuruusjirjestyksessi 1, 3, 3, 3, 5, 6, 7. Mediaani on 3. Keskiarvo on
1+3+34+34+5+6+7

=J =
.

=4,
7

o) a+3 3a+9 a+3 22 2 a(a+3) 2

a 22  a 3a+3) 3 ala+3) 3
Vastaus: a) = —%, b) mediaani 3, keskiarvo 4, ¢) 2.
a) Jos rinteen pituus on x metrid, on % = g8in7°, josta z = 183‘3 ~= 1476,99.
Hiihtohissin nopeus on 6 km/h = 100 m/min. Hiihtohissilld matka kestdi % min
2 14 min 46 s.
b) Suoran suuntakulmalle o pitee: tana = 3=9 = 3. Tisti saadaan o =~ 56,310°,

Vastaus: a) Rinne 1480 m, hissimatka kﬁstaa 14 min 5(1 s. b) 56,3°.

Kumiputken sisidsidde on —ﬁ— —4 mm = 22,5 mm = 2,25 em. Jos putken pituus on z

3000
3257 ~ 188,628

cm, on 72,25%z = 3000, josta = =

Vastaus: 189 cm.

Jos & on puheaika minuutteina, kuukausilasku on A liittymaéssé 4 + 0,09z (euroa) ja
B liittyméssé 0,12z (euroa). Kun laskut ovat yhtisuuret, on 4 + 0,09z = 0,12z, josta

4 , )
=503 = 1333 (min) = 2 h 13 min 20 s.

1
Jos déinen intensiteetti oli aluksi = ja sitten y, oli i—i = {%}2 = —gg Kysytylle pro-

P 0o . 1
1 = 2.
senttiluvulle p patee 1 + — 100~ 9 josta p = 10115

Vastaus: Intensiteetti kasvoi 1010 %.

Alaspiin aukeavan paraabelin h(t) = —0,15¢% 4+ 2,4¢ + 1,8 ylin piste 16ytyy derivaatan
nollakohdasta. Derivaatta h'(t) = —0,30f + 2,4 hdvida, kun ¢t = 3‘; = 8. Korkein
piste on h(8) = —0,15-82+24-8+ 1,8 = 114 (m). Lentorata laskee korkeimman
pisteen jilkeen kunnes h(t) = 0 eli —0,15t> + 2,4t + 1,8 = 0. Niin on, kun t =
244576 F1,08 24+261534
= — 1 .
i = 16,7178 (s)
koska on oltava t > 0.

Vastaus: Pallo kily 11,4 m korkeudessa. Lentorata laskee aikavililla 8 s - 16,7 s.

Negatiivinen arvo hylédttiin,

1



8.

10.

11.

12.

Viiden mustan pallon todenniikdisyys Py = 18 15" 35 ' 15 ' iT = 113 ~ 0,083916.
Ainakin yhden punaisen pallon todennékoisyys on taman komplementtitapaus eli on
1 — Py = 131 ~ 0,916084.

Viiden punaisen pallon todennikdisyys Pp = % - 3% - & - %2 3% 003 ~ 0,000333.
Viiden samanvirisen pallon todennikéisyys on PM + Pp = 22 ~0, [}84?49

Vastaus: Ainakin yksi on punainen todenniikdisyydelld 0,9161. Kaikki ovat samanvé-
risid todennékoisyydelld 0,0842.

Olkoot hotellikustannukset 100k ja matkakustannukset 100m. Muutosten jilkeen ho-
tellikustannukset ovat 95h ja matkakustannukset 118m. Paketm hinnan samuudesta
saadaan yhtild 95k + 118m = 100h + 100m, josta seuraa h = -m Kysytty prosent-

100m 100m
tiluk - = = 500 ~ 21 7391.
thuku on 100~ 700k + 100m ~ Brmtm B

Vastaus: 21,7 %.

Funktion f(z) = az® 4 bx? + ex + d derivaatta on f'(z) = 3az® + 2bx + c. Ehdosta
f(0) = —2 seuraa, ettd d = —2 ja ehdosta f'(0) = 0, ettd ¢ = 0. Funktio on nyt
f(z) = az® + bx? — 2 ja derivaatta f'(z) = 3az® + 2bz. Ehdosta f'(2) = 0 saadaan
yhtild 12a + 4b = 0 ja ehdosta f(2) = 1 yhtalé 8a + 4b = 3. Vihentéimlli yhtilst
toisistaan saadaan 4a = —3 eli a = —2 ja edelleen b = —3a = §

Va.staus:a=— ,b=2 3 ¢=0, d——

Korkotekijd on g = 1 + 0,01p = 1,0175, kun korko p = 1,750. Talletuksen alkamisen

jélkeen tililld on rahaa ensimmaéisen vuoden lopussa 700g euroa, toisen vuoden lopussa

700(g + ¢°) euroa, kolmannen vuoden lopussa 700(g + ¢* + ¢*) euroa ja yleisesti n:nen
T

vuoden lopussa 700(q + ¢® + ... + q") euroa eli S, = T00g 1_ euroa. Vuonna

1,0175° — 1 o
T 00175 3688,094 (euroa). Jalkimmaéisen
1,0175" — 1

kysymyksen vastaus saadaan yhtiléstd S, = 700 - 1,0175 - !IIH.]T = 12000 eli

120 . In 1,294840
10175" = — ggigg 1. Ottamalla logaritmit saadaan n ~ ————— ~ 14,89.

In1,0175
Vuosia kuluu siis 15, jolloin ollaan vuoden 2020 lopussa.

2010 on n = 5 ja Ss = 700 - 1,0175 -

Vastaus: Vuoden 2010 lopussa rahaa on 3688,09 euroa ja vuoden 2020 lopussa rahaa
on vahintdan 12 000 euroa.

Jos lierion pt}h_]an siide on r ja kuution sirmaé x, on hermssa olevan vesimairin tilavuus
f [;r:} = mriz — z?. Thimén derivaatta f'(z) = mr? — 322, Derivaatta hivids, kun
3z2 = mr2 eli (z > 0) kun = r\/Z. Koska f'(z) > 0, kun 0 < z < r\/F ja
f'(z) < Okun z > r,/%, antaa derivaatan nollakohta funktion suurimman arvon.
Arvolla r = 1,75 m on r/F ~ 1,791 m,

Vastaus: Veden syvyys on 1,8 m.
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Funktio f(z) = z® — 2z on kuutioparaabeli, joka leikkaa z-akselia, kun = = 0 tai
T = +v/2. Derivaatta f'(z) =322 -2=0,kun z = i\/g, joten f(z):11a on lokaali

maksimi g\/g =~ 1,09 pisteessa —\/g ja lokaali minimi —% % ~ —1,09 pisteessid

\/g. Funktio g(z) = —z + 3 on laskeva suora, joka kulkee pisteiden (0,3) ja (3,0)

kautta. Erityisesti £(v2) < 9(v2), £(3) > 9(3) ja f(=\/2) < g(~\/2). Yhtélsl
f(z) = g(z) eli h(z) = 0, missi h(z) = f(z) — g(z) = z* — z — 3, on funktioiden
kulun perusteella tasan yksi juuri zg, v2 < 2o < 3. Haarukoimalla saadaan h(1,6) ~
—0,50 < 0 ja h(1,7) ~ 0,21 > 0 seki h(1,65) ~ —0,16 < 0. Timin perusteella
1,65 < zp < 1,7, joten yhden desimaalin tarkkuudella juuri zp = 1,7.

Ennen 1.1.2005 oli lihdeverotettu korko p; = 0,71 - 1,5 = 1,065 ja korkotekijd ¢ =
14+0,01p; = 1,01065. 1.1.2005 jalkeen oli lahdeverotettu korko p; = 0,72-1,5 = 1,08 ja
korkotekijd go = 14+0,01ps = 1,0108. Liisan 1000 euron talletus oli korkoineen 1.1.2005
1000g3 ja kaksi vuotta myShemmin eli viisi vuotta talletuksen alusta 1000g3¢5 =

1054,709 euroa. Talletuksen reaaliarvon muutoskerroin on D ¢ = 1,000423, joten

2
1632 %2
reaaliarvo on kasvanut 0,0423 %.
Vastaus: Talletus on korkoineen 1054,71 euroa. Sen reaaliarvo on kasvanut 0,0423 %.

A) Todennakdisyys, ettéd lukion opiskelija opiskelee espanjaa on p = 3%53 = % Toden-
nikoisyys, ettd ryhmistd n opiskelee espanjaa on P, = (3:}33“{1 — p)32-n,
Todennakdisyys, ettd ryhmaéstd 12 opiskelee espanjaa on P = 0,01066.
Todennikdisyys, ettd ryvhméstd korkeintaan kolme opiskelee espanjaa on vastaavasti
Py + P, + Py + P3 = 0,09309.

Approksimoidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla. Nyt n = 32 ja p = %, joten
keskiarvo ¢ = np = 6,4 ja keskihajonta ¢ = /np(l —p) =~ 2,2627. Normaalija-
kauma on siis N(6,4; 2,2627). Siirrytddn normitettuun normaalijakaumaan N(0,1)
z—64 _125-64
2,2627' ° T 22627
1— ®(zp) = 0,0035 eli 0,35 %.

B) Suunnikkaan paikkavektorit ovat 3__ =-3i +:-’f, OB =0A+AB = (-3+3)
(742)j =95, 0C =0B+AD =i+ (9+5)j =i+ 14j, OD = OA + AD
(=8+1)i+ (7T+5)j = —2i + 127.

Lavistajavektori AC = AB + AD = 4i + 77 ja |AC| = V42 + 72 = /65. Livistéja-
vektori DB = AB — AD = 2i — 3j ja [DB| = v/2? + 3% = /13. Livistéijivektorien
AC-DB _ 8-21 _ 1 _ o mos
|AC||BD|  V65v13 V5

muunnoksella z = = 2,70. Kysytty todennikdisyys on

4

valiselle kulmalle o saadaan cosa =

Téastd saadaan o =~ 116,6°.




