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YLIOPPILASTUTKINTO- 12.3.2008 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintiin kymmeneen tehtdvain. Tahdelld (%) merkittyjen
tehtéivien maksimipistemiifiri on 9, muiden tehtdvien maksimipistemidri on 6.

a) Ratkaise yhtils 222 = z + 1.

. Nt AP
b) Ratkaise yvhtild St e
1—12, 2t

c¢) Olkoon z = y=1p missi f on reaaliluku. Sievenni lauseke 1% + y°.

1+¢2

a) Médritd suorien 2z + y = 8, 3z + 2y = 5 leikkauspiste.
b) Ratkaise yhtils 55°=° = 125.
¢) Ratkaise yhtild |3z — 2| = 5.

a) Miiriti derivaatta ja integraalifunktio funktioille ", kun n = —4, —1, 2.
2+sing

b) Laske funktion f(z) = ) g

derivaatta pisteessi z = 3.

Vuonna 2007 alennettiin parturimaksujen arvonlisiveroa 22 prosentista 8 prosent-
tiin. Jos alennus olisi siirtynyt taysiméériisena parturimaksuihin, kuinka monta pro-
senttia ne olisivat alentuneet? Arvonlisdvero ilmoitetaan prosentteina verottomasta
hinnasta ja se on osa tuotteen tai palvelun hintaa.

CD-levylld on viisi kappaletta, ja henkilé kuuntelee levyn péivittdin yhden viikon
aikana siten, ettd hidn asettaa soittimen toistamaan kappaleet satunnaisessa jirjes-
tyksessid. Milld todennikéisyydelld kappaleet tulevat ainakin kerran kuunnelluiksi
siiné jirjestyksessd, jossa ne ovat levylla?

Miéiiritd parametri ¢ siten, ettd vektorit @ = 51 — 27 ja b = 3i + tj ovat yhdensuun-
taiset. Milli parametrin arvolla vektorit ovat kohtisuorat?

a) Laske paraabelien y = 2% — 3 ja y = —2% + 2z + 1 leikkauspisteiden koordinaatit.
b) Laske sen rajoitetun alueen pinta-ala, joka jii paraabelien viliin.

Kolmion ABC' pinta-ala on 6 em®. Sivun AB pituus on 5 cm ja sivun AC pituus
4 em. Maarita kolmion suurin kulma asteen kymmenesosan tarkkuudella.

Méérita funktion f(z) = ¢ + v9— 22, —3 < z < 3, suurin ja pienin arvo. Piirri
funktion kuvaaja.

Milld vakion a arvoilla funktio f{zx) = e® — ajz — 1| on kaikkialla kasvava?

a) Madriti lukujen 154 ja 126 suurin yhteinen tekiji. b) Ratkaise Diofantoksen
yhtélo 154z + 126y = 56.
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Osoita, ettd funktiolla f(x) = 2% — 2* on nollakohta viililld [—1, 1], ja laske sille neli-
desimaalinen likiarvo. Ratkaisusta tulee ilmet#, milld tavoin tulokseen on pasadytty.

Olkoot f : B — R ja g : R — R derivoituvia funktioita, joille piitee f(z) < g(z)
kaikilla x. Tutki, ovatko seuraavat viaitteet oikeita vai vidria joko osoittamalla viite
oikeaksi tai esittdmilld sille vastaesimerkki (so. funktiot f ja g, joille viite el péde):

8) flr) < g'(x) kelldls 2 b £ T f)dt < ﬁ " g(t) dt kaikilla z > 0.

Olkoon f(z) = cosz — sinx.
a) Laske funktion f nollakohdat valilla [0, 2x]. (2 p.)
b) Milld muuttujan z arvoilla funktio f saa suurimman ja pienimmén arvonsa valilla
[0,27]? (2 p.)
2

¢) Laske f(z)dz. (2 p.)
0

2
d) Laske/; |f(z)|dz. (3 p.)

Viinipullon pohjan séide on r. Suorakulmaiseen laatikkoon pakataan n? viinipulloa
rinnakkain n riviin, jolloin jokaisessa rivissi on n pulloa. Pakkaaminen tehdééin jom-
mallakummalla seuraavien kuvioiden esittimisti tavoista (kuvissa on n = 4):

4 i

A J A

a) Laske, miki on laatikoiden tdyttosuhde, so. viinipullojen pohjien yhteispinta-
alan suhde tarvittavan laatikon pohjapinta-alaan kummassakin tapauksessa. Laske
kummankin tdyttosuhteen numeerinen arvo kahden desimaalin tarkkuudella, kun
n=10. (4 p.)

b) Miten tayttosuhteet kiyttaytyvat, kun viinilaatikko tulee ddrettomén suureksi,
ts. n — oco? (5 p.)
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3)2:1:2=$+14=r2$2—m—1=ﬂ.Ratkaisuun1r=li 41+8=11:3. Siisz=1
tai z =—3.
r z—2 B 3
h]E— 3 =1—2-<=>2.'.:-4[m—2]=54=>2$=34=>-$=5
o) 84 (1—t2}+ 4 140422 (14+88)?
A e R e s pw ) Rl

a) On ratkaistava yhtalopari 2z + y = 8, 3z + 2y = 5. Kertomalla ensimmaéinen
kahdella ja vahentdmailla toisesta saadaan z = 11, jolloin y = 8 — 2z = —14.

b) 55”"5=1254=!-55“"‘5=53<=>59:—5=3<ﬁ-:{:=§.
c)|Bz—2|=6=3z-2=25eliz=E = taiz =2 = 1.
a) Dz 4=—-42"% Dz '=—2"2 Dz®=2z.
fz~4dz=-32"3+C, [2a7'dz =In|z|+ C, [z%dz = 1z® + C.

(2 +cosx)cosx + (2 +sinz)sine _ 2(sinx + cosz) +1

b) f -
) F'(z) (2 + cosz)? (2 + cosx)?

£(z) = 2(1+0)+1 _3

4 (2+0)2 4
Jos alkuperainen maksu oli a ja veroton hinta h, on 1,22h = a. Siis h = llﬁa Jos
arvonlisdvero on 8 %, parturimaksuksi tulee 1,08h = :gga Parturimaksun alennus

1,08
~ 1229

on prosenteissa 100 -
Vastaus: 11,5 %.

Kappaleet voidaan jarjestda 5! = 120 eri jarjestykseen. Vidran jirjestyksen toden-
niikdisyys on 132, Todenniikdisyys sille, ettd joka kerta on vasrd jérjestys on (112)7.
QOikea jéarjestys tulee ainakin kerran todennakoisyydellda 1 — (119}7 = 0,056895.

120
Vastaus: 5,69 % todennikéisyydelli.

=100(1 — 135) =~ 11,4754,

Vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset, jos on olemassa luku u mten ettd b = uﬁ eli jos

u(5i—27) =3i+¢jelijos5u=3jat=—2u. Onoltavau=3g jat=-2.§ = -84,
Vektorit ovat kohtisuorat, jos @-b =0 eli jos 15 — 2t = 0. Néin on, kun t = T‘E'
Vastaus: Yhdensuuntaiset, kun ¢ = —5 ja kohtisuorat, kun t = ?

a) Leikkauspisteiden z-koordinaatit saadaan yhtélostd z° — 3 = —2% + 2z + 1 eli
2? —x — 2 = 0. Sen ratkaisut ovat z = Ij:\;m =8 L3 eiz=2jazx= -1
Vastaavat y-koordinaattien arvot ovat y = 22 -3 =l jay = (-1)2 -3 = -2

Leikkauspisteet ovat (2,1) ja (—1,—2).
b) Viliin jidvin alueen ala on ffii—mﬂ +2z2+1—-x2%+3)dz = ffl{—Emz + 2z +4)dx

2
=|,.’——;1: + +4$——- 8+4+8— [ +1—-4)=
-1

Vastaus: Leikkauspisteet ovat (2,1) ja (—1,—2). Pinta-ala on 9.
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Kolmion pinta-ala a = AB - AC'sina, missi a = £(AB, AC). Siis 1 -5-4sina =6,
josta sina = 3 . Joko a == 36,870° tai a ~ 180° — 36,870° = 143, 13{)“ Jalkimmaisessi
tapauksessa Ct on kolmion suurin kulma. Edellisessa tapauksessa on tarkistettava viela

kolmion muut kulmat. Tilloin cosa = /1 —(2)? = 1. Kolminn kolmannen sivun
pituus saadaan kosinilauseesta: BO? = 42 4+5%2-2.4. 5 =0, joten BC = 3. Koska
32 + 4% = 52, on tdmi kolmio suorakulmainen, jolloin sen suurin kulma on 90°,
Vastaus: Kolmion suurin kulma on joko 90,0° tai 143,1°.

Funktio f(z) = = + v/9 — 2% on médiritelty, kun —3 < = < 3. Derivaatta on f'(z) =

1 -2z VI—z2 -z
1+ = — . Derivaatta hévidd, kun v9—2? = z eli kun z > 0
24/9 — 22 V9 — 22 .

jaz?=9—z2elikun z = ?3-2- == 2,12, Koska —3 < ?35 < 3, suurin ja pienin arvo
16ytyviit joukosta f(—=3) = -3, f (?35} = 3v/2 & 4,24, f(3) = 3. Derivaatan merkista
nihdiiin, ettd funktio on kasvava, kun —3 < z < % ja vihenevd, kun 3 <z < 3.

Vastaus: Pienin arvo on —3 ja suurin arvo 3v/2.

Funktio f(z) = €* — alz — 1| on jatkuva kaikkialla. Alueessa > 1 on f(z) =
e —a(z—1)ja f'(z) =e* —a. Nyt f'(z) 20, kun e* > a. Alueessaz > lone®* > ¢
ja lim,_.; e = e. Siten f'(z) > 0 eli f on kasvava alueessa z > 1, kun a < e.
Alueessa z < 1 on f(z) = e +alzx — 1) ja f'(z) = ¢ +a. Nyt f'(z) > 0, kun
e* > —a. Alueessa z < 1 on e* > 0 ja lim,_,_,e* = 0. Siten f'(z) = 0eli f on
kasvava alueessa ¢ < 1, kun —a < 0O elia > 0.

Jatkuva funktio, joka on kasvava alueessa x < 1 ja alueessa z > 1 on kasvava koko
R:ssé. Niin ollen f(z) on kasvava kaikkialla, kun 0 < a < e.

a) Eukleiden algoritmi antaa: 154 = 126 + 28, 126 = 4-28 + 14, 28 = 2. 14. Niin
ollen syt(156,126)=14.

b) Koska syt(156,126)=14 ja 56 = 4-14, Diofantoksen yhtél6lla on ratkaisu. Eukleiden
algoritmi antaa: 14 = 126 —4-28 = 126 — 4 - (154 — 126) = —4 - 154 + 5 - 126, joten
56 = 4.14 = —16 - 154 + 20 - 126. Diofantoksen yhtilon eriis ratkaisu on siten
zo = —16, yo = 20. Yhtiilén yleinen ratkaisu on (z,y) = (=16 +n- 228, 20 —n . 132)
=(-16+9n,20—11n), n€ Z eli (24+9n, —2—11n), n€ Z.

Funktio f(z) = 22 — 2 on jatkuva vililld [-1,1], f(-1) = > 0 ja f(0) = -1 <0,
joten f:114 on nollakohta vililld [-1,0] € [—1, 1]. Haetaan sille likiarvo Newtonin me-
ﬁ:[ Zn) , missi f(z) =22 —2% ja f'(z) = 22 — 2% In2. Alkuar-
volla g = —0,5 saadaan x; ~ —0,806757, xz ~ —0,767354, z3 ~ —0,766665, x4 ~
—0,766665. Nelidesimaalinen likiarvo on siten —0,7667.

netelmilld z,4; = 2, —

a) Viite on viirid. Valitaan f(z) = —? ja g(z) = 0, jolloin f'(z) = —2z ja ¢'(z) = 0.
Nyt f(z) < g(z) kaikilla z. Kun z <0, on f'(z) = =2z > 0 = ¢'(z).
b) Viite on oikea. Jos f(z) < g(x) aina, on g(x) — f(z) = 0 aina. T&lléin on myds

Jy (g(t) — f(£))dt > 0 kaikilla z > 0 eli [§ g(t)dt — [y f(t)dt > 0 kaikilla z > 0 eli
vaite.
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a) Nollakohdat saadaan yhtélostd sinz = cosz < sinz = sin(§ —z) <= z =

T —z+2nw <= z = § +nx. Vilille [0, 27] osuvat ratkaisut z = T ja z = 2,

b) Funktion f(z) = cosz —sinz derivaatta on f'(z) = —sinz—cosz. Koska — cosz =
cos(m—z) =sin(z—%), f'(z) =0, kunsinz =sin(z—- ) <= z =w—z+F+2nn 4:}
z = 3% £ nr. Vilille [I] 211'] osuvat ratkaisut = = 3% jax = ZX. Nyt f[3”} =-2. ?- =
-2 & —141 ja f(TF) = ?‘ = /2 = 1,41. Lisiiksi f{ﬂ] 1 = f(2m). Tastd

ndhdéin, ettd funktio saa suurimman arvonsa, kun = = ":T” ja pienimmén arvonsa,

_ 3v
kun = = T

2w
c) f{fwf(fﬂ)dﬂf=fu2w(cﬂﬂm—sinx]dz= _I sinz+cosz=1—1=0.

d) J" f(z)|dz = f”‘“ (cos z—sin z)dr— fh“ (cosz—sinz d:c+f 5 /4(CO8 T —sin z)dx

wf4 5w /4 2
= /[ (sinz+cosz)— [/ (sinz+cosz)+ / (sinz+cosz) =
] w/4 5w /4
2(sin T + cos T smé—’i—cosﬁ‘“]=2[——1-—i—i+i+i)=4\/§.
4 4 | 4z v@ \/5 v@ V’ﬁ

a) 1) Vasemmanpuoleisen kuvan tapaus. Laatikon pohja on nelid, jonka sivun pituus

on 2nr. Pohjan ala on ay, = 4-;1 242, Pullojen pohjien alojen summa on ap = n?mre.
Tayttosuhde S, PP DY D 0,79. Tulos on sama kaikilla arvoilla n.
Tar dn?? 4

2) Oikeanpuoleisen kuvan tapaus. Laatikon pohjan pitemmén sivun pituus p =
(2n + 1)r. Lyhyemmaén sivun pituuden méérittdmiseksi tarkastellaan ensin kuvan ta-
pauksessa ympyrapyramidia, joka muodostuu neljasta pohjaympyrasta ja niiden paalla
olevista kundesta ympyristd. Kun pyramidin kéirkiné olevien ympyroiden keskipisteet
vhdistetddn saadaan tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on (4 — 1) - 2r ja korkeus
(4 — 1)rv/3. Timin perusteella laatikon lyhyemmén sivun pituus arvolla n = 4 on
((4 = 1)v/3 + 2)r. Samalla pédttelylli ndhdéin, ettd lyhyemmén sivun pituus arvolla
nongq=((n—1)v3+2)r.
Laatikon pohjan ala ap = pg = (2n + 1)((n — 1)v/3 + 2)r?. Tiyttosuhde on nyt
T = ap n*m 1007

=

= . Arvoll =10 Tiop=———— =~ 0,85
oL @n+D((n—-1)v3+2) T O S ov3+ 2)

b) Vasemmanpuoleisen laatikon tédyttosuhde ei riipu arvosta n, joten se on m:n

kasvaessa rajatta edelleen §. Oikeanpuoleisen laatikon tapauksessa on raja-arvo

limg o0 Tn = = 0,91.

e S A - Va)/n+ - VB 23




