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YLIOPPILASTUTKINTO- 29.09.2006 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintddn kymmeneen tehtavain.

a:—l-l_ T
r x+1

a) Sievenni lauseke (1 + z)3 — (1 — z)®. b) Ratkaise yht&lo

2
1
a) Derivoi lauseke (z2? + 1)e**. b) Laske integraali / ) dx.
1

Annetun ympyréin pinta-ala on A. Mikd on ympyrdn ympaéri piirretyn nelion ala?
Entd ympyran sisdan piirretyn nelion ala?

Jaa vektori i+77 vektoreiden @ = 2i+3j ja b = —T7i+67 suuntaisiin komponentteihin.

Hopean ja kuparin seoksesta tehty esine painaa 150 g, ja sen tiheys on 10,1 kg/dm?.
Kuinka monta painoprosenttia esineessd on hopeaa ja kuinka monta kuparia, kun
hopean tiheys on 10,5 kg/dm® ja kuparin 9,0 kg/dm®?

Médritd funktion f(x) = cos®xz + sin z suurin ja pienin arvo.

Nelikulmion muotoisen tontin kolme perakkiistd kulmaa ovat mittausten mukaan
70°, 125° ja 110°; niiden vélisten rajalinjojen pituudet ovat (samassa jarjestyksessi)
88 metrid ja 120 metrid. Kuinka suuri on tontin neljis kulma? Mitkd ovat tontin
kahden muun sivun pituudet? Ilmoita pituudet metrin tarkkuudella.

Maiaritd muodossa ax + by + cz = 1 sen tason yhtalo, joka kulkee pisteen (1,1,1)
kautta ja leikkaa zy-tason pitkin suoraa x —y = 2.

Suoran ympyrakartion korkeus on h ja pohjan sidde r. Kartion sisdidn asetetaan pallo,
joka sivuaa vaippaa ja pohjaa. Maarita pallon side R. Maéarita lim;,_,o, R, kun 7 on
vakio, ja lim,_ ., R, kun h on vakio.

Tiedetdan, ettd erddsséd nelilapsisessa perheessi ainakin yksi lapsista on tytto. Mi-
ka on talloin todennikoisyys, ettd kaikki lapset ovat tyttoja? Jos tiedetddn, ettd
ainakin kaksi lapsista on tyttdjd, mikd on todennakoisyys, ettd perheessd on kaksi
poikaa? Oletetaan, ettd poikia ja tyttoja syntyy yhtd suurella todennakoisyydella.
Millaiset tulokset saadaan, jos kiytetddnkin tilastojen antamia todennakoisyyksia:
poikien syntymistodennékoisyys on p = 0,51 ja tyttojen ¢ = 0,497 Sukupuolen maa-
raytymiset oletetaan riippumattomiksi tapahtumiksi.

Yhtilo 222 4+ y? = 6 méidrittid pisteen x = 1 ympéristossd derivoituvan funktion
y = y(z), jolle pitee y(1) = —2. Madaritd funktion kuvaajalle pisteeseen (1,—2)
asetetun tangentin yhtlo ja laske, misséi pisteessd tangentti leikkaa z-akselin.

Jonot (z,) ja (y,) olkoot geometrisia lukujonoja. Nayté, ettd myds tulojono (2,) =
(zny,) on geometrinen jono. Jos geometrinen jono (z,) suppenee ja geometrinen
jono (y,) hajaantuu, niin onko jono (z,) aina hajaantuva?

KAANNA!



13.

14.

15.

Ympyrinkaaren paitepisteet ovat (—2,0) ja (2,0), ja kaari kulkee pisteen (0,1)
kautta. Kun kaari pyorahtad z-akselin ympéri, syntyy pyoridhdyspinta. Muodosta
integraali, joka esittad pinnan rajaaman kappaleen tilavuutta. Integraalia ei tarvitse
laskea.

Osoita, etta funktio
(x —a)®—1
T —a

y(x) =

on differentiaaliyhtalon (y')? — (y2 +4)(y’ — 1) = 0 ratkaisu vakion a kaikilla reaali-
arvoilla. Milld vakion a arvoilla funktio toteuttaa alkuehdon y(1) = 2?

Laske integraali f04 z? dz numeerisesti Simpsonin sainnélli jakamalla integroimisvili
neljaan osavaliin. Totea, etta tulos on tarkka. Tutki virhetermin avulla, minkiasteiset
polynomit Simpsonin sdidnto integroi tarkasti.



Pitka matematiikka 29.9.2006, ratkaisut:

1. a) (1+2)® - (1-2)3=1+3z+ 322+ 23 — (1 — 3z + 32 — z°) = 6z + 22°.
1
b)$+ — = = (r+1)l=2'<=22+1=0<=z=-
& z+1

Vastaus: a) 2z3 + 6z, b) z = —3.
2. a) D(z? +1)e®® = 2ze?® + 2(z? + 1)e?® = 2(z® + z + 1)e**.
b) f12i2d$:_/2l:_%+1:%'
T Iz

D=

Vastaus: a) 2(z? + z + 1)e??, b) 3.

3 [

3. Jos ympyran ala on A = 7r?, on side r = \/%=. Ympyran ympari piirretyn nelion

sivu on 2r = 24/ 4. Nelién ala on (2r)2 = 44.
Ympyran sisdin piirretyn nelion sivu on rv/2. Nelién ala on (rv/2)? = 2r2 = 24.
Vastaus: Ympari piirretyn nelion ala on 4% ja sisaan piirretyn nelion ala on 2%.

4. On madrattava ¢ ja y siten, ettd i +7j = za + ybelii+ 77 = x(2i+37) +y(=Ti+63)
= (2z — Ty)i + (3z + 6y)j. Tastd saadaan yhtédlopari 2z — 7y = 1 ja 3z + 6y = 7.
Eliminoimalla z saadaan y = 3 ja edelleen z = 3(1 + 7y) = 2.

Vastaus: 1+ 7) = %E-l— %b.
%

10,5

5. Jos hopeaa on x g, on kuparia 150 — z g. Hopean tilavuus on cm?® ja ku-

150 -z 150

parin 90 cm®. Koska esineen tilavuus on 101 cm®, saadaan tasta yhtalo
z 150—z 150 1 1 11
= i z(— — —) =150 — . Tama ' =
105 up 90 T01 eli $(9,0 10,5) (9’0 10’1) aman ratkaisu on z
10,5 114,356
100-1,1- 13’1 ~ 114,356. Prosentuaalisesti hopean osuus on 100 - 50 ~ 76,2376.

Kuparin 0SUuS on 100 — 76,2376 = 23,7624.
Vastaus: Hopeaa 76,2 % ja kuparia 23,8 %.

6. Jaksollisuuden vuoksi riittaa tarkastella vilid [0, 27]. Funktion f(z) = cos®z + sinz

derivaatta on f'(z) = —2coszsinz + cosz = cosz(1l — 2sinz). Derivaatta on nolla,
kun joko cosz = 0 tai sinz = 3. VAlilld [0,27] edellinen toteutuu, kun z = %
tal ¢ = %” ja jalkimmainen kun x = % tai z = %”. Naissa pisteissa funktio saa

arvot f(%) = f(3E) = 3,f(3) = 1,f(-%’-) = —1. Vilin péatepisteissd funktio saa
arvot f(0) = f(2m) = 1. Funktion suurin arvo on siis f(%) = f(2£) = 2 ja pienin
f(F)=-1.

Vastaus: Funktion suurin arvo on % ja pienin —1.



7. Nelikulmiossa ABCD kulma A on 70°, kulma B 125° ja kulma C 110°. Sivu AB on

10.

88 m ja sivu BC 120 m. Kulma D on 360° — (70° + 125° + 110°) = 55°. Nelikulmion
lavistajan AC pituus d saadaan kosinilauseella. d* = 88241202 —2-88-120 cos 125° ~

34257,934. Nain ollen d ~ 185,0890 m. Kulmalle 8 = /BAC saadaan sinilauseesta
sin ,8 sin 125°

ehto 120 R josta B ~ 32,07889°. Talloin kulma v = ZCAD = 70° — 8 =~
37,92111° ja kulma 6 = LACD = 180° — 55° — v =~ 87,07889°. Jos AD:n pituus
in & in 55° 4]
on z m ja CD:n y m, on e 2t i , josta £ = d e ~ 225,66. Vastaavasti
_ : EEO aém'y d sin 55°
siny  sin ,
e t d ~ 138,86.
" d Y = 0hnE50 T

Vastaus: Neljas kulma on 55°. Kahden muun sivun pituudet ovat 226 m ja 139 m.

. Jos taso leikkaa zy-tason pitkin suoraa x —y = 2, on sen yhtalé muotoa z —y+cz = 2.

Jotta taso kulkisi pisteen (1,1, 1) kautta, on oltava 1 — 1+ ¢ = 2 eli ¢ = 2. Tason
yhtalo on siis x — y + 2z = 2 eli —sc— —y+z— 1.

Vastaus: Yhtalo on %m — %y +z=1.

. Olkoon AB kartion korkeusjana ja AC kartion sivujana. Pallo sivuaa sivujanaa

pisteessa D. Kolmiot ABC ja ADO, missa O on pallon keskipiste, ovat yhden-
R h—R
muotoiset. Sen vuoksi — = eli RvVh2+1r2 = hr — rR. Tasta ratke-
T

r+ \/W
limh r
T r/h+ \/1 ¥ (r/h)2 0 + \/_1 +0

lim

Hir e 1—|-\/h/r +1 1+\/0+
Olkoon poikien syntymistodennakoisyys p ja tyttojen t. Olkoon A tapahtuma ”aina-
kin yksi tytt6” ja B "nelja tytt6d” Tallsin P(AN B) = t* ja P(A) = 1 — p*. Jos
tiedetaan, etta ainakin yksi lapsi on tytto, on todennakoisyys sille, etta kaikki ovat

- P(ANB)
tytt P(B|A) =
Olkoon sitten C' tapahtuma ”ainakin kaksi tyttoa” ja D “kaksi poikaa”. T4alloin
P(CND) = 6p?t? ja P(C) = 1—p*—4p3t. Jos tiedetiin, ettd ainakin kaksi lapsista on

aa pallon sade, R =

Edelleen, kun r on vakio, on limj_,.o R =

= r ja kun h on vakio, on lim,_,,o R =

h.

DO =

tyttoja, on todennakoisyys sille, ettd perheessa on kaksi poikaa P(D|C) = P(g (g)D ) .
Oletetaan ensin ettap=t=1 Tallom P(ANB) = 16 jaP(A) =L, Joten P(B|A) =
s - 12 = . Edelleen, P(Cﬂ D) £ ja P(C) = 3, joten P(D|C) = Z-L=2=

Oletetaan 81tten etta p = 0,51 jat = O 49. Talléin P(ANB) =0 057688 ja P(A) =
0,932348, joten P(B|A) = 0,061831. Edelleen, P(C N D) = 0,374700 ja P(C) =
0,672352, joten P(D|C) = 0,557298.

Vastaus: Todennakoisyydet ovat kysytyssa jarjestyksessa, —1-15-, %, 0,06183 ja 0,55730.
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Yhtalosta 222 + y? = 6 saadaan, ettd y = £v6 — 222, Koska y(1) = —2, on kysytty

2x
funktio v = y(z) = —v6 — 2z2. Sen derivaatta on vy'(z) =
y=y(z) = -V @) = o=
2

77 = 1. Pisteeseen (1,—2) asetetun funktion kuvaajan tangentin yhtdlo on y + 2 =

z—1eli y=x— 3. Tama leikkaa x-akselin pisteessa x = 3.

, joten y'(1) =

Vastaus: Tangentin yhtalo on y = xz — 3 ja se leikkaa x-akselin pisteessa z = 3.

Lukujonojen (z,) ja (y,) jisenet ovat muotoa z, = zp"~! ja vy, = yg"~!. Talléin
tulojonon (z,) jasenet ovat muotoa z, = x,y, = zyp™q™. Kahden perdkkaisen ja-
Zn+1
Zn
suhdeluvulla pq.

senen suhde on = pq. Tama ei riipu indeksista n, joten jono on geometrinen

Jos (z,) suppenee, on |p| < 1 ja jos (y,) hajaantuu, on |¢| > 1. Tulojono (z,) on
suppeneva, jos |pg| < 1. Néin kay esimerkiksi, kun p = 7 ja ¢ = 2, jolloin |pg| = 3.

Ympyrankaaren yhtalo on muotoa (z—zo)*+(y—yo0)? = 72, missi (o, yo) on keskipiste
ja r sade. Koska pisteet (2,0) ja (—2,0) ovat kaarella, on (2 — z¢)? + y2 = r?
(=2 — 1)% + y3. Tasta saadaan, ettd —4zy = 4zg eli zo = 0. Pisteiden (2,0) ja (0,

etiisyydet keskipisteestd (0,yo) ovat molemmat siteitd. Nain ollen 22 + y2 = r2

|
h

(1 —yo)?. Tasté saadaan 4 = —2yo + 1 eli yo = —3. Sdde on silloinr = /4 + =

noj N ”

Ympyran yhtalo on siis 2 + (y + 2)2 = 22, Ratkaistaan tésti y, y = £4/2 — 22 —
2 4 4

Koska tarkasteltava kaari kulkee pisteen (0, 1) kautta, vain +-merkki kelpaa. Kaaren
yht&lo on siten y = 4/ % — g2 —%. Kun kaari pisteiden (-2, 0) ja (2, 0) valilla pyrahtaa
z-akselin ympari, syntyy pyorahdyspinta. Sen rajaaman kappaleen tilavuus on V =

7rf_22(\/-24§ — 22 — 2)2dz.

—a)? -1 1
Funktio y(z) = & (a:a—)a,) =z-a——. Sen derivaatta on y'(z) = 1+(;c—;a)2'
2 1
we e 2 . 2 . 2 _ .e
Néin ollen y*(z) = (x — a)* + G—a) —2jay(x)* =1+ @ —a) + @—a)f Siis
1 1 1

)2 = 9'(z)%. Tasta

(y(z)*+4) (' (x)-1) = (m—a+$_a)2'z$_—a)2 = (1+m

nakyy, ettd y(z) on differentiaaliyhtélon ratkaisu kaikilla vakion a reaaliarvoilla.

Jotta olisi y(1) = 2, on oltava 1—a— =2eli (1-a)?—1 = 2(1—a). Sievennettyni

—a
yht#lo saa muodon a? = 2, jonka ratkaisut ovat a = +/2.

Neljan osavalin Simpsonin saanto vélilld [0,4] askelpituudella h = 1 on f04 f(z)dz ~

s(f(0)+4f(1) +2f(2) +4f(3) + f(4)). Kun integroitava funktio f(z) = x2, saadaan
4

fo4 z?dr ~ 3(0+4+8+36+16) = &. Integraalin tarkka arvo on f04 zidz =0 13 =9,

Simpsonin saannon antama tulos on siis tassa tapauksessa tarkka.
(b—a)’fU()

180n4 '
f@®(t) = 0 kaikilla arvoilla t. Jos f on polynomi, niin tapahtuu silloin, kun po-
lynomin aste on korkeintaan kolme.

Smpsonin sdannon virhetermi on E,, = — Virhetermi haviaa, jos



