i YLIOPPILASTUTKINTO- 19.9.2007 MATEMATIIKAN KOE

LAUTAKUNTA LYHYT OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintdfin kymmeneen tehtivain.

a) Ratkaise yht#ls 7z + 3z = 0.

b) Ratkaise yhtils 1z + 1 = 1(2z + 2).
1

z—1 z+1°

c¢) Sievennii lauseke

a) Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 11 ja toisen kateetin pituus 5.
Maéritd kolmion terdvit kulmat 0,01 asteen tarkkuudella.

b) Derivoi funktio f(x) = 3227 — 152! + 2z — 12345.

c) Mikd on aritmeettisen lukujonon 1, 4, ... kymmenes termi?

Suomen sihkénkulutus vuonna 2005 oli 84,9 TWh (terawattituntia). Tasta katettiin
omalla ydinvoimalla 26,3 %, muilla kotimaisilla energialdhteilld 53,7 % ja tuontisih-
kolla loput. Olkiluodon uusi ydinvoimala lisdd sihkéntuotantoa 14 TWh:lla vuonna
2009. Oletetaan, ettd sihkonkulutus on télléin noussut vuoden 2005 tasosta 12 %,
muita muutoksia kotimaisessa energiantuotannossa ei ole tapahtunut ja tuonmnilla
katetaan edelleen kotimaisen tuotannon ylittdva osuus. Miki on tilléin kotimaisen
ydinvoiman ja miké tuontisihkon suhteellinen osuus kokonaiskulutuksesta?

Madritd suorien y = 2r — 3 ja y = 3z — 2 leikkauspiste P. Suora s kulkee pisteiden
P ja @ = (7,7) kautta. Miiritd suoran s yhtiils. Piirrd kuvio.

Henkils osti 150 gramman erin maustettua teetd 3,30 eurolla ja halvempaa mus-
taa teetd, jonka hinta oli 5,50 €/kg. Kuinka monta grammaa mustaa teetd tulisi
manstetee-eridin lisitéd, jotta sekoituksen kilohinta olisi puolet maustetun teen kilo-
hinnasta?

Talon harja on 1,80 metrid korkeammalla kuin

sivuseinien ylireunat. Raystiin kohtisuora etii- o

syvs seindstd on 54 cm. Pidtyseindn pituus on

7,64 m. Talon harja on keskelld kattoa. Masrita

lappeen pituus AB senttimetrin tarkkuudella. " . .
54 com T.Eam

Etelimantereen jéfipeitteen sulaessa valuu vuodessa mereen 150 kuutiokilometrid
vettd. Jos tAmi vesimiiri levidisi tasaisesti kaikkiin valtameriin, kuinka monta mil-
limetrid valtamerien pinta nousisi? Maapallon ympérysmitta on 40000 kilometrié,
ja valtameret peittivit 70 % maapallon pinnasta.

Keltaista ja sinistd viripigmenttii kiytettiin kahden erisivyisen vihrein maalin se-
koittamiseen. Maaliin A tarvittiin litraa kohden 80 g keltaista pigmenttia ja 110 g
sinistd pigmenttid, maaliin B vastaavasti 120 g keltaista ja 90 g sinistd pigment-
tid. Kuinka monta litraa kumpaakin maalia valmistettiin, kun keltaista pigmenttia
kiytettiin 3,2 kg ja sinistd 3,5 kg?

KAANNA!

1,80m
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Vanhassa tarinassa Sakkilaudan 64 ruudulle sijoitetaan vehninjyvid: ensimmaiselle
rundulle yksi, toiselle kaksi, kolmannelle nelja jne. Seuraavalla ruudulla on aina
edellisen ruudun méérd kaksinkertaisena. Kuinka monta ruutua voidaan téayttai
Suomen vuotuisella 700 miljoonan kilogramman vehnisadolla, jos oletetaan, ettd

vksi vehnénjyvi painaa 25 mg?
Ratkaise graafisesti epayhtilsryhmé

F:Efﬂ—zg
Tz + 2y > 14,
5z + dy < 28.

Anna vastauksena kuvio, johon on merkitty ratkaisujoukko.

Golfsimulaattorissa pallon puttaaminen reikéin onnistuu varmasti, jos pallo on enin-
tiddn 80 cm:n piidssd reiiistd. Téstd alkaen todennikoisyys saada pallo reikiin on
kidntden verrannollinen pallon ja reifin vilisen etdisyyden neliéon. Milld toden-
nikoisyydelld kymmenestd pallosta ainakin yksi menee reikiin putattaessa kolmen
metrin etiisyydeltd?

Rautalanka, jonka pituus on 120 cm, katkaistaan kahteen osaan. Toinen osa taivute-
taan nelioksi, toinen ympyriksi. Miten lanka on katkaistava, jotta ympyrén ja nelion
alojen summa olisi mahdollisimman pieni?

Funktio f(x) = v/1 + x korvataan sité lihelld olevalla polynomilla p(z) =

1+ 3z — 32* + ;2. Laske, kuinka monta prosenttia polynomin derivaatta p'(z)
poikkeaa funktion f(z) derivaatasta f'(z) = 27’:1‘5 pisteessd x = (1,5, Piirrd samaan
kuvaan funktioiden f(z) ja p(x) kuvaajat vililld [—1,1].

Veljekset Matti ja Teppo ostavat yhdessi naapuriltaan Sepolta kiytetyn leikkuupui-
murin. He sopivat seuraavanlaisesta maksujirjestelysti: Matti maksaa heti 32000 €
ja tdmin jilkeen nelja kertaa vuoden vilein 900 €. Teppo maksaa heti 30 500 € ja ti-
miin jilkeen kaksi kertaa 2 500 € vuoden vilein. Miké oli leikkuupuimurin nykyarvo,
ja paljonko veljesten maksuosuudet poikkesivat toisistaan nykyarvoina laskettuina,
kun laskentakorkokanta oli 1,95 %7

Ratkaise joko kohta A tai kohta B*:

A) Lamppujen valmistaja ilmoitti, ettd 1 % lampuista kestdd alle 8000 tuntia. Kun
lamppuja ostettiin 50, havaittiin, ettd kaksi lamppua kesti alle 8000 tuntia. Laske,
milli todennékdisyydellda 50 lampun joukossa on vidhintdin kaksi alle 8000 tuntia
kestiivid, kun valmistajan ilmoitus oletetaan paikkansapitiviksi. Testaa 5 %:n ris-
kitasolla, voidaanko tapahtunutta pitdi sattumana vai onko aihetta epailld valmis-
tajan ilmoituksen luotettavuutta.

B) Laske vektoreiden a = 2i+ 3 ja b = 3i + 4] pituudet ja suuntakulmat z-akseliin
nihden. Laske myts vektoreiden summa a + b ja erotus @ — b.

# Tehtéviit 15A ja 15B ovat keskeniiin vaihtoehtoisia, Tehtivd 15A on laadittu vanhojen, vuoden 1994
lukion opetussuunnitelman perusteiden mukaan, tehtivd 158 uusien, vuonna 2005 kdyttiin otettujen
lukion opetussuunnitelman perusteiden mukaan. Kumpaan tahansa tehtiiviin saa vastata.
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a) 722 +3z=0 < 2(72+3) =0 <= o =0tai Tz +3=0eli z =0 tai z = — 2.
b) iz+1=1(22+2) < z+1=%32+% < fz=% = z2=4
gl __1 _s+l-@-1)__ 2

r—1 z+1 (z-1)(z+1) 22-1

2
2 -1’
a) Jos annettua kateettia vastaava kulma on a, on sina =
Toinen terdva kulma on 90° — & = 62,9643°.
b) Derivaatta on f’(z) = 2007 - 322005 — 12. 152! + 2 = 602122006 _ 180211 + 2.
c) Aritmeettinen lukujono on muotoa a, a +d, a+2d,.... Nyt a=1jaa+d = 4,
jotend =4-1=3. Kymmenes termiona+9d=1+9-3 = 28,
Vastaus: a) 27,04° ja 62,96°, b) 6021x2°%¢ — 180z'! + 2, c) 28.

Vuonna 2005 kdytettiin omaa ydinsahkoa 0,263 - 84,9 = 22,3287 (TWh) ja muuta
kotimaista sdhkod 0,537 - 84,9 = 45,5913 (TWh). Tuontisihkolld jouduttiin katta-
maan 100 — 26,3 — 53,7 = 20,0 prosenttia eli 16,98 TWh. Oletusten mukaan vuon-
na 2009 kiytetdén sdhkod 1,12 - 84,9 = 95,088 (TWh). Tistd on omaa ydinsidhkdi
22,3287 + 14 = 36,3287 (TWh), muuta kotimaista sihk6d 45,5913 TWh ja tuontisih-
kod 95,088 — 36,3287 — 45,5913 = 13,168 (TWh). Kotimaisen ydinvoiman prosentu-
aalinen osuus on 100 - 36,3287 /95,088 = 38,21 ja tuontisihkén prosentuaalinen osuus
100 - 13,168/95,088 = 13,848.

Vastaus: Ydinsdhkon osuus on 38,2 % ja tuontisihkén 13,8 %.

Yhtalostd 2z — 3 = 3z — 2 saadaan leikkauspisteen z-koordinaatiksi x = —1. Vastaava
y-koordinaatti on y = 2(~1) — 3 = —5. Suoran s kulmakerroin on 2 = £, joten
suoran yhtalo on y — 7 = %{m —MNelidz—-2y=17T.

Vastaus: P = (—1,—5) ja suoran yhtilé on 3z — 2y = 7.

Vastaus: a) ¢ =0 taiz = —3, b) 2 =4, ¢)

Jen

5 josta a ~ 27,0357°.

L

Maustetun teen kilohinta on 3,30/0,150 = 22 (euroa). Mustan teen midrille = kg
saadaan hinnoista yhtils 3,30 + 5,50z = 3 - 22(0,150 + z) eli 5,50z = 1,65. Téamin
ratkaisu on = = 0,3.

Vastaus: 300 g.
Olkoon C suoraan harjan A alapuolella réystiéin alareunan tasossa ja olkoon AC:n
pituus z m. Janan BC pituus on 7,64/2 + 0,54 = 4,36 (m). Yhdenmuotoisista

i . * _ 180
kolmioista saadaan, etta 136~ 7.6 73"

on nyt AB = /z? + 4,362 ~ 4,8198 (m).
Vastaus: AB ~ 4,82 m.

Téasta saadaan x = 2,05445. Lappeen pituus
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Maapallon sdde on r = 40000/ (27) = 6366,1977 (km) ja pinta-ala 4wr?. Merien pinta-
ala A = 0,7-47r? ~ 3,56507-10° km?. Merien pinta nousisi 150/4 ~ 4,207-10~7 km =
0,4207 mm.

Vastaus: 0,42 mm.

Valmistettakoon maalia A z litraa ja maalia B y litraa. Keltaiselle pigmentille pitee
80z + 120y = 3200 ja siniselle 110z + 90y = 3500. Sieventdmilld saadaan yhtilot
4z + 6y = 160 ja 11z + 9y = 350. Eliminoimalla y saadaan = = 22, josta edelleen
y = (160 —4-22)/6 = 12.

Vastaus: Maalia A 22 ] ja maalia B 12 1.

Jyvid kertyy n:lle ensimmaiselle ruudulle 1 + 2 + 22 + 23 + . + 271, Timi on
geometrinen summa, jonka suuruus on (1 — 2")/(1 — 2) = 2" — 1. Ruutujen méirille
n saadaan annetuista massoista ehto 0,025(2" — 1) = 700-10° eli 2" = 281012 + 1 ~
28 - 10'2. Ottamalla logaritmit saadaan nlg2 ~ lg 28 + 12, josta n & 44,67049. Niin
ollen 44 ruutua peittyy vaaditulla tavalla.

Vastaus: 44 ruutua.

Suora y = z — 2 kulkee pisteiden (2, 0) ja (4,2) kautta. Koska origo toteuttaa epéyh-
tilon y > x — 2, ovat epiyhtilon toteuttavat pisteet suoran y = z — 2 ylipuolella.
Suora Tz + 2y = 14 kulkee pisteiden (2,0) ja (0,7) kautta. Koska origo ei toteuta
epiyhtildd Tz + 2y > 14, ovat epiyhtdlon toteuttavat pisteet suoran 7r + 2y = 14
oikealla puolella. Suora 5z + 4y = 28 kulkee pisteiden (0, 7) ja (4,2) kautta. Koska
origo toteuttaa epiyhtilon 5z + 4y < 28, ovat epiyhtélon toteuttavat pisteet suoran
5z + 4y = 28 vasemmalla puolella. Téstd seuraa, ettii kaikki kolme epiiyhtdlda to-
teuttavat pisteet ovat kolmiossa, jonka kirjet ovat em. pisteissi (2,0), (4,2) ja (0,7)
reunajanat mukaanluettuina.

Todennékdisyys sille, ettd pallo menee reikdin etdisyydeltdi r em (r > 80) on
P(r) = a/r®. Verrannollisuuskerroin a miiriytyy ehdosta P(80) = 1 eli a/80% = 1,
josta saadaan a = 6400. Todennékoisyys, ettd pallo menee reikdin etdisyydeltd 300
cm, on P(300) = 6400/90000 = 16/225. Todenndkdisyys, ettd yksikddn kymmenes-
ta pallosta ei mene reikiin, on (1 — P(300))°. Lopulta todennikoisyys sille, etti
kymmenesta pallosta ainakin yksi menee reikéiin, on edellisen komplementti eli on
1 —(1— P(300))'° ~ 1 —0,4782 = 0,5218.

Vastaus: Todennikoisyydelld 0,522.

Olkoon ympyrdn kehdn pituus = (em), c:-Ilmn nelién piiri on 120 — z (cm). Ym-
pyran siade on iﬁm ja nelion siva 30 — —:r: Ympyrdn ja nelion alojen summa on
1
f{;z:} = (%}“ (30 — E}z = [L + lﬁ]x — 152 4+ 900. Sen derivaatta, f'(z) =
120w
{— +l]x—15-— 4; ﬂ'z—15 héavidad, kun z = ¢ = ~ 52,7881. Tilloin

+
12D :.-:u ~ 67,2119. Koska f'(z) < 0, kun 0 < z < zg ja f'(z) > 0, kun zp < x < 120,
antaa g pienimmén arvon.

Vastaus: Ympyrin osuus langasta on 52,8 em ja nelion 67,2 cm.
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Polynomin p(z) derivaatta on p'(z) = 3 — z + ;%z®. Nyt p/(0,5) = 0,421875 ja

1
F1(0,5) = 5 m \L/ﬁ 2z (0,408248. Niiden derivaatta-arvojen prosentuaalinen ero
p'(0,5) — f'(0.,5)
n 100 - 2~ 3,3378.
f(0,5)

Vastaus: 3,34 %

Tulevan maksun K nykyarvo saadaan kaavasta K = ¢ 'K, missd ¢ = 1 + p/100
on korkotekija, p korkokanta ja ¢ aika korkojaksoina. Tamén mukaan Matin mak-
suosuuden nykyarvo on Ky = 32000 + (¢~ +¢~2 + ¢~* + ¢~*)900 euroa ja Tepon
Kt = 30500 + (¢~! 4+ ¢~?)2500 euroa. Kun korkokanta p = 1,95 %, on ¢ = 1,0195.
Talloin Ky = 35431,12 euroa ja Ky = 35357,46 euroa. Puimurin nykyarvo on
Kpu + K¢ = 70 788,58 euroa ja maksuosuuksien ero Ky — Ko = 73,66 euroa

Vastaus: Nykyarvo on 70 788,58 euroa ja maksuosuuksien ero 73,66 euroa.

A) Valmistajan mukaan todennikoisyys sille, ettd lamppu ei kesta 8000 tuntia, on P =
0,01, jolloin lamppu kestda 8000 tuntia todennékéisyydelld @@ = 0,99. Todennikoisyys,
ettd 50 lampun joukossa on korkeintaan yksi lamppu, joka ei kesta 8000 tuntia, on
p=Q% + (()Q*P ~ 0,910565. Todenniikdisyys, etti joukossa on vihintaan kaksi
lamppua, jotka eivat kestd 8000 tuntia, on ¢ = 1 — p = 0,089435 eli ¢ = 8,9 %. Koska
8,95 > 5, ei 5 % riskitasolla ole syyté epiilld valmistajan ilmoituksen luotettavuutta.

B) Vektorin @ = 2i + 3j pituus on |a] = /22 +($)? = \@ = 2. Vastaavasti
vektorin b = 3i+47 pituus on |b| = /32 + 42 = /25 = 5. Jos vektorit @ ja b asetetaan
alkamaan origosta, on vektorin @ péétepiste (2, 2] ja vektorin b paateplste (3, 4)
Niin ollen vektorin @ suuntakulmalle & z-akseliin nidhden pitee tana = f? = 4,
josta a == 36,870°. Vastaavasti vektorin b suuntakulmalle 3 z-akseliin nah-::len pa,tee
tana = 3, josta B ~ 53,130°. Lopulta@+b = (2+3)i+ (3 +4)j =5i+ Ujja
a-b=(2-3)i+(3-4)j=-i-37.



