YLIOPPILASTUTKINTO-  19.9.2007  MATEMATIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintéifiin kymmeneen tehtiviiin, Tihdelld () merkittyjen
tehtivien maksimipistemiifird on 9, muiden tehtéivien maksimipistemiari on 6.

a) Ratkaise epadyhtilo 2 — 3z > 4.
b) Muodosta sen suoran yhtils, joka kulkee pisteiden (4, —3) ja (—2,6) kautta.

c) Ratkaise L vhtildstd ¢ = .
) y 2nv LC

a) Olkoon f(z) = sinx cosz. Laske derivaatta f'(0).
3

b) Laske integraali f -;E:im.

1 -
¢) Miiiirité se funktion e” + 1 integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (0, —2)
kautta.

Kolmiossa ABC on AB = 2,2i+7,37 ja AC = 5,97 —2,17. a) Miiirits kolmanteen

sivuun liittyvi vektori BC. b) Osoita, etti BC on kolmion pisin sivu. ¢) Miiiritd
kulman BAC suuruus pistetulon (skalaaritulon) avulla 0,1 asteen tarkkuudella.

Tuotteen hintaa korotettiin p prosenttia, jolloin menekki viheni. Tdmén johdosta
hinta péitettiin alentaa takaisin alkuperiiseksi. Kuinka monta prosenttia korotetus-
ta hinnasta alennus oli?

Miidiritd ympyrin 2?4+ y* + 4z —2y+1 = 0 niiden tangenttien yhtilst, jotka kulkevat
pisteen (1,3) kautta.

Viisi kilometria pitkin rantaa pitkin kulkevan suoran tieosuuden alkupisteessd kulki-
ja nikee majakan etuviistossa 65 asteen kulmassa tiehen néhden. Tieosuuden loppu-
pisteessi hiin nikee saman majakan takaviistossa 54 asteen kulmassa tiehen nihden.
Kuinka etdilld majakka on tiesti? Miké tien piste on lihinni majakkaa?

Suoran kolmisivuisen pyramidin pohja on tasasivuinen kolmio. Pyramidin sivusér-
mén pituus on 60 cm. Miten on pohjasdrmén pituus valittava, jotta pyramidin tila-
vuus olisi mahdollisimman suuri?

Henkilén tyomatkalla on kolmet litkennevalot, jotka toimivat toisistaan riippumat-
tomasti. Ne ndyttivit henkilon kulkusuuntaan vihreitd valoa 30 %, 40 % ja 20 %
ajasta. Laske todenndkoisyys, ettd henkilt joutuu pyséhtyméin valoihin enintéaén
kerran.

Olkoon =

)= Inz’

Milla muuttujan x arvoilla funktio f on méaritelty? Milld viileilld funktio on kasvava
ja milla viheneva? Miti arvoja funktio ei saa?

KAANNA!



10. Kayrid y = |sin2z] ja suora y = 1 rajoittavat tasoalueen, kun § < x < ST" Madritd
sen pinta-ala.

11. Ympyrin keskipiste on (r,7) ja side r. Asetetaan
uusi ympyri siten, ettd se sivuaa koordinaattiakse-
leita ja alkuperdisen ympyrin origonpuoleista nel-
janneskaarta (kuva). a) Madritd timén ympyrin
siide. b) Muodostetaan padttymiton jono ympy-
roiti siten, ettd ensimmaéinen ympyri vastaa arvoa
r = 1 ja jonon seuraava ympyri saadaan edellises-
té aina edelld kuvatulla menettelylli. Laske ympy-
roiden yhteenlaskettu pinta-ala. Anna tarkka arvo
ja kolmidesimaalinen likiarvo.

12. Osoita, etti funktiolla f : [2,5] — [25,52], f(x) = 223 —2122+60z on kiinteisfunktio
g = f~1. Laske kiiinteisfunktion arvo g(45) ja sen derivaatan arvo ¢'(45).

13. Osoita, ettid luku n® — n on jaollinen luvulla 6, kun n on luonnollinen luku.

*14. Osoita, ettd funktio f : R — R, f(z) = = — cosz, on aidosti kasvava ja ettd se saa
kaikki reaalilukuarvot. Piittele, ettd tdllsin yhtélslld f(z) = 0 on vain yksi ratkaisu,
ja mésritd se kolmen desimaalin tarkkuudella.

*15.  Origokeskinen r-siiteinen ympyri leikkaa y-akselin pisteessd A ja (1, 0)-keskisen yk-
sikkdséiteisen ympyrin pisteessii B. Pisteet A ja B sijaitsevat samalla puolella z-ak-
selia. Pisteiden A ja B kautta kulkeva suora leikkaa z-akselin pisteessd P. Madrita
sen pisteen koordinaatit, jota P lahestyy, kun r — 0.



Pitkd matematiikka 19.9.2007, ratkaisut:

1.

a)2-3z>dr=Tr<2+z<i

b) Kulmakerroin on _5;34 = —2 = —3. Suoran yhtils on y + 3 = -3z -4) =
2y +6=-3z+12 = 32+2y—ﬁ

1
4r2Ct2’
x—sin’ z, joten f'(0) = cos® 0—sin?0 = 1.

c) Korottamalla nelitén saadaan t? = Josta L =

1
4m2LC’

a) f'(z) = coszDsinz+sinzD cos z = cos?

a1l 5 1
b) J; BZlE=—/5a3= -3z =35
c) Integraalifunktio F(z) = [(e* + 1)dz = ¢* + z + C. On oltava F(0) = —2 eli
e’ + C = -2, josta C = —3. Integraalifunktio on e* + = — 3.
a) Vektori BC = AC — AB = (5,9 — 2,2)i + (-2,1 — 7,3)] = 3,71 — 9,4].
b) Sivujen pituudet ovat |[AB| = /2,22 + 7,32 ~ 7,62430, |AC| = /5,92 + 2,12 ~
6,26259, [BC| = /3,72 + 9,42 ~ 10,10198. Tisti niikyy, ettd [BC| > [AB| > |AC).
AB-AC
[AB|[AC|

Olkoon a alkuperéinen hinta. Korotettu hinta oli (1 + p/100)a. Jos = %:n alennus

palauttaa alkuperiiseen hintaan, on (1 — z/100)(1 + p/100)a = a. Yhtild sieventyy
p 100p

1+p/100 ~ 100 +p°

c) Kulmalle a = /BAC pitee cosa = —0,049216, joten a = 92,8°.

muotoon (1 + p/100) = p, josta saadaan z =

100p %

Vastaus: Alennus oli

Taydentdmilld nelitksi sa.adm ympyran yhtdldé muotoon (z + 2)% + (y — 1) = 4.
Ympyrin keskipiste on siis (—2,1) ja side 2. Piste (1,3) on ympyrin ulkopuolel-
la. Siitd ympyrille piirretyt tangentit ovat muotoa y — 3 = k(z — 1). Keskipis-
teen etdisyyden tangentista on oltava kaksi. Tistd saadaan kulmakertoimelle k ehto

—2k—-1-k
I_\.fk"’_Tw = 2, joka sievenee muotoon 5k% — 12k = 0. Ratkaisut ovat k = 0

ja k = 2. Vastaavat tangentit ovat y = 3 ja 12z — 5y + 3 = 0.

Vastaus: y =3 ja 12z — 5y + 3 = 0.

Olkoon r majakan etdisyys tiestd ja y lihimmaén pisteen etiisyys tien alkupisteesti.
Tillgin = = tan65° ja —— = tan54°. Sijoittamalla ensimmaisesta yhtélosté saatu
T = ytan65° toiseen yhtidloon saadaan ytan65° = (5 — y) tan 54°. Tistd ratkeaa y,

5 tan 54°
o 1 4 j = ] ®
tan54° + tan 65° ,9546 (km) ja edelleen z ~ 4,1916 km
Vastaus: Majakka on 4,192 km tiestd. Alkupaastd 1,955 km pésssi oleva piste on

lahinnd majakkaa.
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10.

11.

Pohjan ala on A = 14/32%, missi z on pohjasirmin pituus. Jos sivusdrmin pituus
on a, on pyramidin korkeus h = y/a? — 322, Pyramidin tilavuus V(z) = 3AR =

ﬁ a?zt — 328, Riittéd tarkastella juurrettavaa f(z) = a?z% — $2° Derivaatta

f'(z) = 4a?2® — 22° = 223(2a® — z?) hiividi, kun = = 0 tai = +a/2. Koska z > 0
ja f'(z) > 0, kun 0 < z < av/2 sekii f'(z) < 0, kun = > av/2, antaa = = av/2 fin ja
samalla V:n suurimman arvon. Arvolla a = 60 cm, on = = 60v/2 ~ 84,853 cm.

Vastaus: Sivusirmiin pituudeksi on valittava 60v/2 cm =~ 84,9 em.

Vihredn valon todennikéisyys on ensimmaéisissi valoissa p; = 0,3, toisissa p; = 0,4 ja
kolmansissa p; = 0,2. Todennikdisyys, ettd joutuu pysihtyméin enintéin kerran, on
P =p1p2ps + p1p2(l — p3) + pr(1 — p2)ps + (1 — p1)paps = 0,212,

Vastaus: 21,2 %

ll?unktic:- on médritelty, kun # > 0 ja Inz # 0 eli z # 1. Funktion derivaatta f'(z) =
nzr-—1
(Inz)?
kinlnz <lelil <z <ejaf(z) >0 kunlnz > 1eli ¢ > e. Siten funktio on
vihenevi kun 0 <z < 1tai l < z < e ja kasvava, kun = > e.
Alueessa = > 1 funktio on jatkuva ja f'(z) = 0, kun Inz = 1 eli z = e. Edellisen
perusteella funktio saa téssd pienimmén arvonsa f(e) = e. Koska lim;_.o f(z) = oo,
saa funktio kaikki arvot vililté [e, oo[, kun z > 1. Alueessa 0 < x < 1 funktio on myos
jatkuva ja lim;_; f(z) = —oc. Lisédksi lim,_.g f(z) = 0. Siten funktio saa kaikki
arvot viililtd | — 00, 0], kun 0 < x < 1. Néin ollen funktio ei saa arvoja vililti [0, e].

. Kun0<z<1,onlnz <0 jasamalla f'(z) < 0. Kun z > 1, on f'(z) < 0,

Aina |sin2z| < 1. Edeil&en vililld [, 37] on sin2z > 0, kun 7 < 2 < Ir ja
sin 2z < 0, kun —ﬂ' <z<s ¢m. Niin ollen tasoalueen pinta-ala on

f”"fz 1 — sin 2z)dz + f:h“ 1 + sin2z)dx =

3m/4 w2 3n/4
[ + [ jcos2z— [ fcos2z = jmw+ 3(2cosw—cosim —cosdw)=1r—1.
w/fd w/d n/2

Vastaus: %w - 1.

a) Pisteiden O = (0,0) ja A = (r,r) viilisen janan pituus on r/2. Jos uuden ympyrin
keskipiste on pisteessi B = (z,z), on janan OB pituus zv/2. Tisti tulee OA:n
pituudelle lauseke OA = r + z + /2. On saatu yhtilé z(v2 + 1) + r = r/2, josta
V2 -1
=r(v2-1)2

i (V2-1)

b) Merkitiin ¢ = (v/2 — 1)2, jolloin a)-kohdan z = rq. Kolmannen ympyrén si-
de on a)-kohdan mukaan gr = rg®. Vastaavasti neljinnen ympyrin side on r¢®
ja yleisesti n:nen ympyrin side r¢"~'. Ympyroiden pinta-alojen muodostama jono

ratkeaa uuden ympyran sidteeksi x = r

wr?, wriq?, mr?¢®, ,... on geometrinen jono, jossa suhdeluku on ¢%. Koska 0 < g% < 1,

on alojen summa suppeneva geometrinen summa S = 7r? el Arvolla 7 = 1 saa-
; B 1 1 N

daan sievennysten jilkeen S = w e 17(3v2 + 4) =~ 3,236878.

Vastaus: a) r(v2—1)2, b) in(3v2 +4) =~ 3,237.
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12.

13.

*14.

*15.

7+39-40 73

Funktion derivaatta f'(z) = 62 — 422 + 60 hévias, kun z = 5

eli kun z = 2 tai x = 5. Koska f":n kuvaaja on yléspiin aukeava paraabeli, on
f'(z) <0, kun 2 < z < 5. Niin ollen f on aidosti viihenevi viililld [2, 5], joten silld on
kiéinteisfunktio g = f~!. Koska f(2) = 52 ja f(5) = 25 on g : [25,52] — [2, 5]. Koska

3 1
f(3) = 45, on g(45) = 3. Lopulta ¢'(45) = 76 = - L.

n® —n =n(n®-1) = (n+ 1)n(n — 1). Niin ollen n® — n on aina kolmen periikkiisen
kokonaisluvun tulo. Kolmesta perikkiisestd kokonaisluvusta on aina yksi jaollinen
kolmella ja ainakin yksi jaollinen kahdella. Niiden tulo on siis aina jaollinen luvulla
2.3 = 6, miki piti todistaa.

Funktion derivaatta f’(z) = 1 + sinz > 0 kaikilla arvoilla = ja saa arvon 0 vain

erillisissa pisteissa © = %?r + 2nm. Néin ollen f on aidosti kasvava.

Funktio f on jatkuva. Koska aina z — 1 < f(z), on lim, ., f(z) = oo ja koska aina
f(z) <z +1, onlim,_._, f(xr) = —oco. Niin ollen f(z) saa kaikki reaalilukuarvot.
Koska f on aidosti kasvava, saa se jokaisen reaalilukuarvon vain yhden kerran.

Koska f(0) = —cos0 = —1 < 0 ja f(z7) = 37 > 0, on f:n ainoa nollakohta valilli

In —C8Tn  Alkuarvolla
1+sinz,
xo = 0,785398 (= i) saadaan z, = 0,739085 = z3. Niin ollen nollakohta on kolmen

desimaalin tarkkudella 0,739.

10, %ﬂ'[. Newtonin algoritmi funktiolle f on z,.y = x, —

Pisteen A koordinaatit ovat (0,r). Origokeskisen ympyrin yhtilé on 22 + y? = r?
ja (1,0)-keskisen ympyrdn yhtdls (z — 1)2 +y? = 1 eli 22 +y? — 22 = 0. Vi-

hentdamalla yhtalot toisistaan saadaan B:n z-koordinaatiksi z = %rz, B:n y-
koordinaatti y = vr?-z? = r\/1-3r2 Siis B = (3%, r/1-1r2). Pis

teiden A ja B kautta kulkevan suoran yhtdlé on y — r = kz, missi kulmaker-

r—ry/l—3r?

2 1
roin k = T3 = ;{ 1- Zfr? —1). P:n y-koordinaatti on 0, joten z-
Tz
2
koordinaatti xp = L= 4 = 2(4/1— §r2 + 1). Tilli on raja-arvo

ko112
limy_gzp =2(v1+1)=4.



