Pitka matematiikka 17.9.2008, ratkaisut:
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c) Koska 3z — 5y = 11 <= y = 22 — 1, on suoran kulmakerroin 2. Pisteen (6,8)
kautta kulkevan suoran yht&lo on y 8 =2(z—6) eli 3z — 5y + 22 = 0.
9. a)D1—2m2:—4x(1+x)—2x(1—2m):_ 6x .
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b) Funktiot ovat muotoa [(e** — z)dx = £¢3* — $2% + C.

c) Koska 5™ + 5" +5m 45" + 5" = 55" = 571 saadaan yhtélé muotoon 571 = 525,
Se toteutuu, kun n + 1 = 25. Yhtalo pétee siis arvolla n = 24.

3. a) [/ (1+sinz d:z;—/x—cosx-w—cosw—O+cosO—7r+2

b) 423 — 522 = 22 — 323 <= 2(72? =52z —2) = 0 < x = 0 tai 72? — 5z — 2 = 0.
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Vastaus: a) m+ 2, b) . = —2 tai # =0 tai z = 1.

Jalkimmainen ehto patee, kun z = eli kun z =1 tai z = —

LM

4. Puu ja sen latvaosa ovat yhdenmuotoisia kartioita. Latvaosan korkeudelle h m patee

ho 0,10
14 0,35’
1 0,35 1 0,10
Tukin tilavuus on V' = 37 (’7)2 14 — 37 (’7)2 -4 ~0,438514 (m?). Palstalta

2
kaadettujen tukkipuiden maara oli % ~ 456,086.

Vastaus: Tukin keskimaaréinen pituus oli 10 m. Palstalta kaadettiin 456 puuta.

5. Kolmiot ovat tasakylkisia kyljen pituuden ollessa 5. Pythagoran lauseesta saadaan
ensimmaéisen kolmion korkeudeksi h = /52 — 22 = +/21. Kummankin kolmion pinta-
ala on % -4 -4/21 = 24/21. Jos toisen kolmion kannan pituus on 2z ja korkeus y, on

2
xy = 2v/21 ja 22 +y? = 5. Kun edellisesti saatu y = .
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saadaan yhtilo 24 —2522 484 = 0. Tdmin mukaan z2 = 5 = 5

eli 22 = 4 tai 22 = 21. Edellisestd saatu 2o = 4 on annetun kannan pituus. Jalkim-
maéisesta saadaan toisen kolmion kannan pituudeksi 2x = 2v/21 ~ 9,165.

sijoitetaan jalkimmaiseen,

Vastaus: Kolmannen sivun pituus on 2+/21.

6. Olkoon suorakulmion kérkipisteet akseleilla (xg, 0) ja (0, yo). Koska kérkipiste (zg, yo)

on paraabelilla y = 22, on yg = 3. Suorakulmion ala A = zgyo = x3. Paraabelin

o
alapuolisen osan ala A; = Oxo 22dx = / %x?’ = %x% Paraabelin ylapuolisen osan ala
Ay 2
on A, =A— A = . Taméan suhde alapuolella olevan osan alaan on 1 -1
1

Vastaus: Suhteessa 2:1.



7. Yhtalo on maaritelty, kun 2—x > 0 jax+2 > 0 eli kun —2 < x < 2. Korotetaan yhtalo

10.

11.

12.

13.

puolittain toiseen potenssiin. Saadaan 2 —z = (z + 2)? eli 22 + 5z + 2 = 0. Tamin

—5i\/25—8_—5i\/ﬁehx_ —5+ V17
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yhtalon ratkaisu on x = 5 ~ —0,438 tai
-5 — V17
T=——"p — ~ —4,562. Naista vain edellinen kuuluu yhtalon maarittelyalueeseen.
—5+v1
Vastaus: x = +77
2
Eri vaihtoehtojen todennékdisyydet ovat P(valkoinen,valkoinen) = % : % = %07
P(valkoinen,musta) = 2 -3 + 2.2 = & P(musta,musta) = 2 - 2 = =. Niin

ollen P(X = 0) = 15, P(X =1) = &, P(X = 2) = 3. Odotusarvo E(X) =

10"
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Jos a on jiljelle jadneen sektorin asteluku, merkitdan ¢ = 555, jolloin 0 < ¢ < 1. Jos
kartion korkeus on A ja pohjaympyran siade R, on 2mr R = 27rt, joten R = tr. Kartion
korkeus h = v/r2 — R? = r/1 — t2. Kartion tilavuus V = %TFRQh = %WT?’tQ 1—t2=
smr3V/tt — 16, Etsitty tm arvo on se, jolla juurrettava f(t) = t* — ¢5 saa suurimman
arvonsa. Funktion f derivaatta f’(t) = 4¢3 — 6t°> = 2¢3(2 — 3t?) hévidi, kun ¢t = 0 tai
2 —3t2 =0 eli arvoilla 0, t; = —\/g jaty = \/g Naista t; ei kuulu tarkasteluvalille.
Koska f(0) = f(1) = 0 ja f(t2) = 5=, antaa to funktion f ja samalla tilavuuden V
suurimman arvon. Poisleikatun sektorin keskuskulma on 360(1 — t2) ~ 66,061231.
Vastaus: 66°.

Olkoon f(x) = (1 —x)® + 8z — 1. On osoitettava, ettéd jokaisella z € R on f(z) > 0.
Funktion derivaatta on f'(z) = —8(1 —2)" +8 =8(1— (1 —2)7). Nyt f/(z) = 0 <=
(1—2)"=1<+=1-2=1<+= 2 =0. Lisiksi f/(z) >0, kun = > 0 ja f'(x) < 0, kun
x < 0. Niin ollen f saa pienimmén arvonsa kohdassa x = 0. Koska f(0) = 18—1 =0,
on vaite todistettu.

Kolmion OAB sivun AB pituuden neli6 on |a — Z_)|2 = (a—b)-(@a—b) =a-a—2a-b+b-b.
Oletuksen mukaan @-@ = 2a-b. Niin ollen |a — Z_)|2 =b-b= |Z_)|2. Taman mukaan sivut
AB ja OB ovat yhté pitkat, joten kolmio OAB on tasakylkinen.

Funktion nimittdji x+2 = 0, kun z = —2. Kun x = —2, osoittaja 323 — 22 —122+a =
—4 + a. Funktiolla voi olla raja-arvo kohdassa x = —2 vain, jos —4 + a = 0 eli vain
jos a = 4. Edelleen 3z® — 22 — 12z + 4 = (z + 2)(32? — 7z + 2). Niin ollen arvolla
a = 4 funktion lauseke sievenee muotoon f(z) = 322 — 7z + 2. Téstd nihdidn, etta
on olemassa lim, o f(z) =3 (=2)? = 7-(=2) +2 = 28.

Vastaus: Funktiolla on raja-arvo kohdassa z = —2, kun a = 4. Raja-arvo on 28.

(x+h)*—(x—h)>  62%h+2h°

2h 2h
Tarkastellaan sitten keskeisdifferenssin lauseketta derivoituvalle funktiolle f.

fleth)—fle—h) fleth) - fle)+f@)-fla—h)_

Kun f(z) = 23, keskeisdifferenssi on = 327 + h%

2h 2h
et Z ) e T L)+ @) = ).



*14.
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. o x, kun x > 0,
Reaaliluvun x itseisarvo |z| = .
—z, kunxz <0
a)Josx>0,onz<z=|z|] Josz<0,on—x>0jazr<—z=|z|
b) Kohdan a) perusteella x < |z| ja y < |y|. Néin ollen my6s = + y < |z| + |y|.

c) Madritelmén ja kohdan a) perusteella —|z| < z < |z| ja —|y| < y < |y|. Siis
—(lzl+1yD) <z +y < ||+ ]yl Jos v +y > 0, on |z +y[ =z +y < [z + [y]. Jos

x+y<0,on|r+yl=—(x+y) <|z|+ |y| edellisen epdyhtilon perusteella. Siis aina
|z +yl < |z + [yl

d) Jos [z] — |yl > 0, miin ||| — |yll = o] — |y| < |o] + [yl. Jos |z] — ly| < O, niin
2| = lyll = —lz| + |yl <[] + [yl. Siis aina [[z] - [y|| < || + |y|.

Olkoon O origo. Konstruktiossa on jono yhdenmuotoisia kolmioita, OA1 A, OA3A;,
OA3As, ..., OA, 11 A,, ... Piste Ay on suorien y = 2x jay = —%x + 6 leikkauspiste.

Yhtéloparin ratkaisu on © = x; = % jay =1y = 2—54, joten Ay = (z1, y1) = (%, %)
Edelleen AA; = /(6 — xOljf + (i:»l— y1)? = % ja OA; = /a2 +fz \1/—25 Zejé OA =
V62 4 32 :AS\/E, joten OAl = Yhdenrzu(jl;oisuudiln nojaliz: AlAf = OAI’ joten
OA; 4 9 2A3 OA, OA, 4
A1Ay = —— - AA; = — - —. Edell = = = - As Az =
142 = 57 =5/ delleen, A, COA — 04 "% joten ApAs
4 4

9
AjAy = (2)*- —=. Saman yhdenmuotoisuuden nojalla nihdiin vastaavasti, etti

5 57 V5
4 4 9
AsAy = —AxA3 = (=) —.
344 51243 ( 5) NG
4 4
gAn—lAn = (g)” . % Janojen A, A, .1 pituudet muodostavat geometrisen sarjan,
9 1

jossa ensimmainen termi on % ja suhdeluku %. Sarjan summa on S = — - T =
5

Néin jatkamalla saadaan yleisesti, ettd A,A,11 =

VB 1-
9v/5 &~ 20,1246.



