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Todistus Kéyrd 4x” +5y° =3x -2y +31
Piste (3,7) on kéyrilld y = x* —2x+4, jos ja vain jos pisteen 2)

(3,7) koordinaatit toteuttavat kdyrin yhtilon.
Kun x=3 ja y=7, niin kdyrin yhtilon Piste ( - 1,2) on kayralla, jos ja vain jos sen koordinaatit
toteuttavat kdyrdn yhtalon.
vasen puoli on 7ja Kun x=-1 ja y =2, niin kdyrén yhtilon
oikea puoli on 3*-2.-3+4=7.
vasen puoli on 4-(~1)" +5-22 =24 ja
Siis piste (3,7) on kéyralld. _ oikea puoli on 3-(~1)—2-2+31=24.

Siis piste (—1,2) on kéyrélld.
b)

Piste (3,0) on kayrilld, jos ja vain jos sen koordinaatit

toteuttavat kayrian yhtilon.
Kun x=3 ja y =0, niin kdyrin yhtidlon

vasen puolion 4-3°+5-0° =36 ja
oikea puolion 3:3-2-0+31=40+36.

Siis piste ( 3,0) ei ole kéyralla.
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Kiyrd 2x* -3y —-7=0

a)
Kun x=2 ja y=0, niin kdyrdn yhtilon

vasen puolion 2-2° -3.0-7=1 ja
oikea puolion 0 #1.

Siis piste (2,0) ei ole kiyrilla.
b)

Jos x=0, niin

2.0°~3y-7=0
=3y=7
__7
T3
1
S
=T

Siis esimerkiksi (O,—2éj on kdyrén piste.

tehtdvien ratkaisut
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Kokeillaan esimerkiksi, onko piste (x, y) = (1,1)
paraabelilla (y — x)2 +2y—-6x+4=0.

Saadaan
(y—x)2 +2y—-6x+4

—(1-1 +2-1-6-1+4
=0+2-6+4=0

Joka on sama kuin yhtilon oikea puoli.
Siis piste (1,1) on paraabelilla.

Huomautus:
Paraabelilla on tietenkin ddrettomén monta pistetta, jotka

kelpaavat tdssa ratkaisuksi. Piste (1,1) valittiin siksi, ettd talloin

ensimmaéinen paraabelin yhtdlon vasemmalla puolella esiintyva
termi (toisen asteen termi) menee nollaksi.
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Kun (x,y)=(2,-1), niin yhtdlon 2x* +3)° =5 vasen puoli on

2x* +3)y° =222 432 (-1)’
=2.4+43.(-1)=8-3=5

eli yhté suuri kuin oikea puoli, joten piste on kayréalla.

Kun (x,y)=(-1,-1), niin yhtilén 2x* + 3y =5 vasen puoli on

25? +31° =2-(=1)" +32.(=1)
=2-143-(=1)=2-3=-1%5,

joten piste ei ole kayrélla.

Kun (x,y)=(1,1), niin yhtdlon 2x* +3y° =5 vasen puoli on

2x*+3y° =217 +3*.1°
=2-1+3-1=2+43=5

eli yhta suuri kuin oikea puoli, joten piste on kéyralla.

Vastaus  Pisteet (2,—1) ja (1,1) ovat kéyrélli 2x* +3)° =5 ja
piste (—1,—1) ei ole.
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Todistus.

Piste (2,2) on ympyrilld x* + y* = 4x, jos ja vain jos pisteen
koordinaatit toteuttavat ympyrin yhtilon. Vastaavasti piste (2,2)
on suoralla 2x — y =2, jos ja vain jos pisteen koordinaatit
toteuttavat suoran yhtilon. Osoitetaan siis, ettd pisteen (2,2)
koordinaatit toteuttavat sekd ympyrén ettd suoran yhtalon.

Kun x=2 ja y =2, niin ympyrin yhtilon

vasen puolion 2° +2°=4+4=8 ja
oikea puoli on 4-2=8.

Siis piste (2,2) on ympyrin piste.
Kun x=2 ja y=2, niin suoran yhtilon

vasenpuolion 2:2-2=4-2=2 ja
oikea puolion 2.

Siis piste (2,2) on myds suoran piste.
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viite:  Kiyriit (x=3)"+(y—4)" =25 ja (x-3)(y-2)=6
leikkaavat origossa.

Todistus:

On siis osoitettava, ettd origo on kdyrien yhteinen piste.

Origo on kiyrin (x — 3)° + (y-— 4)2 =25 piste, silld kun

(x,»)=(0,0) niin yhtdlon vasen puoli on
(0-3)"+(0-4)" =9+16=25
eli yhté suuri kuin oikea puoli.

Origo on kéyréin (x—3)(y—2)=6 piste, silld kun (x,y)=(0,0)
niin yhtilon vasen puoli on

(0-3)(0-2)=(-3)(-2)=6

eli yhté suuri kuin oikea puoli.

Siis kiiyrat (x—3)" +(y—4)" =25 ja (x=3)(y—2)=6
leikkaavat origossa.
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Taulukoidaan ensin piirrettavien suorien yhtalot.
c c’ -1 y:(cz—l)x+c

2| (2 -1=4-1=3

“1 [ (-1’ =1=1-1=0

0| 0°-1=0-1=-1

P-1=1-1=0

2 2> —1=4-1=3

y=3x-2

y=3r+2

ANy

/

y=3z—2

e

Y
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Kiyriparvi cx+xy+c’ =4, ceR

a)

Kéyran kuvaaja kulkee origon kautta, jos ja vain jos

c-0+0-0+c” =4
=4

c=%2

Kun ¢ =2, niin kdyrdn yhtal6 on
2x+xy+2°=4eli 2x+xy=0

Kun ¢ =-2, niin kdyrin yhtal6 on
—2x+xy+ (=2)" =4 eli 2x+ xy=0

b)

Kiyrin kuvaaja kulkee pisteen (4,2) kautta, jos ja vain jos

c-4+4-2+c* =4
c+4c+4=0
(c+2) =0
c+2=0

c=-2
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Kun ¢ =-2, niin kdyran yhtilo on
—2x+xy+ (-2)° =4 eli 2x+ xy=0

Vastaus a) 2x+xy=0ja 2x+xy=0

b) 2x+xy=0

110

Piste (k,2k +1) on paraabelilla y = x*> — 2, jos ja vain jos piste
toteuttaa suoran yhtéalon. Siis

2k +1=k*-2
k*—2k-3=0
k_Zi\/(—2)2—4-1-(—3) 24416 2+4
21 2 2
k=3 tai k=-1

Kun k =3, niin piste on (3,7).
Kun k = -1, niin piste on (-1,-1).

Vastaus k=3, (3,7)
k=-1,
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Kiyrd x°y° +c’xy +cx® —1=0 leikkaa x-akselia, jos jokin muotoa
(x,0) oleva piste on kiyrilld. Tdmi toteutuu, kun
X -0 +c’x-0+ex’ —1=0
cx’—1=0

2
cx =1

Toisen asteen yhtilolld cx” =1 on ratkaisuja, kun ¢ >0.

Vastaus  x°)° +c’xy +cx’ —1=0 leikkaa x-akselia tismilleen
silloin, kun ¢ >0.
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a) Janan 4B pituus on

JGE-1P+(5-2) =4+ 3
=/16+9

=+25=5

b) Koska pisteiden 4 ja B x-koordinaatit ovat samat, jana AB

pituus on |-3-7|=|-10/=10.

¢) Janan AB pituus on

J(=6-9Y +(4—(-4)) =152 +§°
=225+ 64
=289 =1

3
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Pisteiden (—1,1) ja (a,a) vilinen etdisyys on

Ja=DV +(a=1 =J(a+17 +(a—17

=\/a2+2a+1+a2—2a+1

=~2a>+2
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Olkoon 4=(0,6), B=(1,-3) ja C=(-4,1).
g A
A (06)
a(4.y)
\ X
| 3 ( // - 3)

Lasketaan kolmion sivujen pituudet.

AB=y(1=0) +(=3-6)° =1’ +(=9)* =32
AC:\/(—4—O ‘+(1-6) =\/(—4)2 +(=5)" =41
=y(=5)" +4* =41

Koska AC = BC, niin kolmio on tasakylkinen.

BC:\/(—4—1 [1-(-3)]

Vastaus On
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Kolmio on suorakulmainen tdsmaélleen silloin, kun Pythagoraan
lause on voimassa. Lasketaan kolmion sivujen pituudet ja
tutkitaan, onko Pythagoraan lause voimassa.

Y A
A (~Q,g)¥
\ .. X (8, /)
- — ‘ | >
\/ i
B(a,-2)

AB:\/[z—(—2)]2 +(-2-6)" =442 +(=8)" =+/80
AC=A[8= (D) +(1=6)* = 10> +(=5)* =125
BC=A(8-2) +[1-(-2)]' =\/6* 1 3* =45

Pisin sivu on AC, joten merkitddn a = \/%, b=+/45 ja c=+125.

Télloin

a’ + b’ :(\/@)2 +(\/E)2 =80+45=125
~(J125) =125

.. 2 2 . . .
Siis Pythagoraan lause a” +b° = ¢* on voimassa, joten kolmio on
9
suorakulmainen.
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A:(—2,—3), B:(IO,Z) ja C:(6,5)
GA
= 2 C(6,5) z E
& O
4 &2
3 | B(794.)
8 /
—
o A,
=
A{"ar":“’) 74, 2D
a)

AB:\/[IO—(—2) 2= (3] =122 +52 =169 =13
AC=A[6- (2] +[5-(-3)] =8* 18 =8 .2 =82
BC=(6-10)" +(5-2) =/(—4) +3* =425 =5

Piiri p=13+8v2+5=18+8v2=29,3137...29,3

b)
A=A — A4 — 4, - 4,
5-12 3-4 8-8
2 2

=12-8-

=96-30-6-32
=28

Vastaus  a) 18+8v2~293  b) 28
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Viite: Pisteiden A=(x,,y,) ja B=(x,,y,) etdisyydelle

patee kaava \/ (x, —x, )2 +(v,—n )2 myos silloin, kun

¥, =, eli kun jana AB on vaakasuorassa.

Todistus:

Kun jana 4B on vaakasuorassa, niin pisteiden 4 ja B vilinen
etdisyys on |x2 - x1| .

Toisaalta kaava antaa tuloksen

Yo —x) +(n-n) | 7=y
=\/(x2 —xl)2 +0?
= (xz_xl)z ‘\/6172:|a|

=|x2—x1|

Nain vaite on todistettu.
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Kulma « saadaan yhtélosta

4
tano =—
3

a =53,130.."

Vastaavasti

2
tan p =—
P 5

B =21,801...

Talloin kupera kulma

A%3)

1

¢

AN

220

B¢-i7)

YLABC =a +180° + f=254,93.." = 255°

Vastaus 255°
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Pisteiden (x,3) ja (2,—1) etdisyys on

d=\(x=2) +[3-(=D] reR

>0

=N —dx 4+ 4

=~/x* —4x+20

Koska etiisyyden pitii olla 5, niin juurrettavan x” —4x +20 on
oltava 25.

Siis

x*—4x+20=25
x’—4x-5=0

4+ \(=4) —4-1.(=5)
- 2-1
_4+36  4+6
S22

x=5 tait x=-1

X

X

Vastaus x=5 tat x=-1

sivul0 e

Paivitetty 19.2.2006

120

Olkoon A=(3,-1), B=(2,4) jakysytty
y-akselin piste C=(0,y).

YA B(3,4%)

C (oY)

’4(3;_!)

Jana AB nikyy pisteestd C suorassa kulmassa, jos ja vain jos
kolmio ABC on suorakulmainen ja jana AB sen hypotenuusa.
Kateettien pituudet ovat

a=BC=\/(0-2) +(y—4) =4+ " —8y+16 =\[y" ~8y+20
b=AC=\(0-3V +[y—(-D] = Jo+(y+17 =17 + 2y +10

Hypotenuusan pituus on

c=AB=A(2-3) +[4- (D] =(c1)’ +5* =26
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Saadaan yhtélo 121
Olkoon A=(2,-5) ja B=( —3,7).
B(-3,%) YA
2 P ) J= oy
(Vy* =8y+20) +(y*+2y+10) =(~26) \
|

12 —8y+20+ > +2y+10=26 C\
2y —6y+4=0 2 . )’\
Y =3y+2=0 | qa

a’+b*=c?

/

344(3) - 4412 | X
g 21 |
3£1 |

2 - 0 AQ,-5)
y=2 tai y=1

y:

Janan AB pituus on

Siis y-akselin pisteet ovat (0,2) ja (0,1). AB = \/(xB - X, )2 +(vs— v, )2
= \/(—3—2)2 +[7-(=5)T

=(=5)" +12% =25 +144 =/169 =13

Janan 4B keskipiste C on
C:(xA+xB yA+yBj:(2+(—3) —5+7j:(_l lj
2 72 2 72 2’

Vastaus 13, (—l,lj

2
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Olkoon 4=(-2,-4) ja P=(2,-1) jakysytty piste B=(x,y).

Y A

tehtdvien ratkaisut

B (Xr ‘3)

=i
A(-a,-4)

Télloin

—2+x
=
—4+y
5=
—2+x=4
{—4+y:—2

x=6
y=2

Vastaus  (6,2)

2 2

-1 -2

// N
,A(&,-f)
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Olkoon A=(0,a) ja B=(b,0).
/]
A(o,a)
P(32,6)
>
B(bo) - ¥

Koska janan keskipiste on P =(2,6),
saadaan

Siis 4=(0,12) ja B=(4,0).

Vastaus  (0,12), (4,0)
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Janan BC keskipiste on

A=(-2,-1), B=(2,-3) jaC=(4.5)

g A C(45) D:(xBHC yB+yC):(2+4, —3+5):(3,1)

2 72 27 2

Mediaanin AD pituus on
A=(-2,-1)
4) AD:\/(XD_XA)2+(yD_yA)2 D:(?),l)

- >)< [
/4{~&,—~1)<\/ ;\/[532+(222)] [1-(-D]

B(X,-3) =29
a)
AB =\/(x3 —x,) (v —v,) :\/[2—(—2)]2 +[-3-(=D Vastaus
4 (27 =\20=445=2.5 a)  AB=25~45

AC =62 ~8.5
BC =217 ~8,2

4C=\(xe—x, + (v -y, =\l4- (2T +[s--DJ
=62 +6>=36-2=62 b) 2954

BC= \/(xc _XB)2 +(yc _y3)2 = \/(4_2)2 +[5_(_3)]2

:ﬂ/22+82 :\/&z 41722\/ﬁ
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Olkoon janan AB keskipiste C. Télloin piste P on janan CB
keskipiste.

g B(42)

-«

(1

F(XI LJ/\'

y
},\\

A
Janan AB keskipiste on

o

Janan CB keskipiste on
2) 3 2) 1
5 _

2

(~1i=3)

-3+2
2

-1+4
2

b

M-S
<N

2

+4 348 —1+4

P= ,
47 4

REORCE
4’4 4’4

>

3

)
474

Vastaus P= (2—,

J

e sivu 14
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Janan piitepisteet ovat 4=(x,,»,) ja B=(x,,»,).On

: v . X, +X +
osoitettava, ettd janan AB keskipiste on P =( 1 5 : ,yl > 22

J

a) x,<x, ja y,>J,,]joten jana AB on laskeva. Peilataan jana

AB y-akselin suhteen, jolloin saadaan janan 4B kanssa yhté pitka

nouseva jana B'A4', jonka keskipiste on P'. Tdmén janan pééate-

pisteet ovat

A'Z(—Xl,yl) ja B':(_xzayz)a —X, > X, ja N>

Janan B'A' keskipiste on
P':(_xl"'(_xz),y]"‘b j

2 2

my0s silloin, kun jana 4B ei ole nouseva.

):(_ Nt+x nt)y
2 72

Janan AB keskipiste saadaan tistd peilaamalla y-akselin suhteen,

J

jolloin néhdéén, etté

P:(xl"‘xz Yty
2 72
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b) x, =x,, joten jana AB on pystysuora.

? (x'jwt)

Janan AB keskipiste on télldin

p= xl’)ﬁ"‘yzj:(le’yl"'yzj
2 2 2
_[(x+x y1+y2j ‘x _. ¢p
’ 1 2
2 2
_[ATX J’1+y2j J
2 s 2 3

A(%,4)

c) ¥, =J,,Jjoten jana AB on vaakasuora.

Janan AB keskipiste on télldin

p_ x, +Xx, yj:(xl+x2 ﬁj
2 7! 2 72
X +x, y+y
= 12 2, 12 lj ‘y1:y2
_[ATX yl"')’zj
2 72
P

B
(le‘;}.)

X+ X, y1+J’zj
2 72 O

A}
(* %))

Siis janan keskipiste on aina P = (
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Oletus:  Janan 4B piitepisteet ovat paraabelilla y = x°.

Viite: Janan AB keskipiste ei ole tilld paraabelilla.

Todistus:

Merkitédin A=(a,c) ja B=(b,d), missi A ja B ovat eri
pisteita.

Koska P on paraabelilla y = x*, niin c=a”.
Vastaavasti koska O on paraabelilla y = x*, niin d =b°.

Siis A4=(a,a®) ja B=(b,b*), missi a#b, silli 4 ja B ovat
janan paitepisteita.

Janan 4B keskipiste on

a+b a*+b*

Tutkitaan, onko P paraabelilla y = x*. Yhtilon vasen puoli on
B a’+b’°
2

ja oikea puoli

2
e :(a—kb)
2
_az+2ab+b2
4
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Tutkitaan, voivatko ndma olla yhtd suuret. Saadaan yhtilo

a’+b° _az+2ab+b2
2 4
& 2a°+2b°=a’ +2ab+ b’
<a’ —2ab+b*=0
& (a-b)" =0
& a=>b

mika ei pitdnyt paikkaansa. Siis keskipiste P ei ole
paraabelilla y = x’.

128

— Kun piste peilataan x-akselin suhteen, niin pisteen x-koordinaatti
sdilyy ja y-koordinaatti muuttuu vastaluvukseen. Pisteen (x, )

peilikuva x-akselin suhteen on piste (x,—y).

— Kun piste peilataan y-akselin suhteen, niin pisteen y-koordinaatti
sdilyy ja x-koordinaatti muuttuu vastaluvukseen. Pisteen (x, )

peilikuva y-akselin suhteen on piste (—x, y).

— Kun piste peilataan origon suhteen, niin pisteen x- ja
y-koordinaatit muuttuvat vastaluvuikseen. Pisteen (x, y)

peilikuva origon suhteen on piste (—x,—y).
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T A
S 2 o Plxy)
o H /;//.
>><
I
(‘“X, —"3‘} (XI*?)

a) Pisteen (1,2) peilikuva on
x-akselin suhteen (1,-2)
y-akselin suhteen (-1,2)
origon suhteen (-1,-2)

b) Pisteen (—1,0) peilikuva on
x-akselin suhteen (-1,0)
y-akselin suhteen (1,0)
origon suhteen (1,0)
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c) Pisteen (0,0) peilikuva on 129
x-akselin suhteen (0,0) Oletus:  Olkoon P'Q' janan PQ peilikuva x-akselin suhteen.
y-akselin suhteen (0,0)
origon suhteen (0,0) Viiite: Janat PQ ja P'Q' ovat saman pituisia.

Todistus:
Merkitddn P=(x,,x,) ja Q=(x,,y,).
T&lloin janan PQ pituus on

\/(xz _x1)2+(y2 _)’1)2

Pisteiden P ja Q peilikuvat ovat P'=(x,—y,) ja O'=(x,,—y,),
joten janan P'Q' pituus on

d) Pisteen (a,b) peilikuva on
* x-akselin suhteen (a,-b) ja
ndiden pisteiden etéiisyys on

Jla—a) +[b—(=b)] =Jab> = 20|

* y-akselin suhteen (—a,b) ja
ndiden pisteiden etdisyys on

Ja— )l +(b-b) =Jaa* =2ld

2 2
* origon suhteen (—a,—b) ja \/(x2 —x) + (_yz _(_yl))
nédiden pisteiden etdisyys on \/(

Ja— ()] +[b=(=b)] =Jaa’ +4p’ iy
:\/4(a2+b2) (XZ_XI
— ot +b*

)2"'( - +y1)
Y+ (~(r-3))
Y —x )+ (n-0)

Siis PQ ja P'Q' ovat yhta pitkid. -
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Tarkastellaan tasasivuista kolmiota, jonka kirjet ovat pisteissa

4=(0,1), B=(0,-1) ja C=(~/3,0)

B

Kun kolmio peilataan x-akselin suhteen, niin

kérki 4 peilautuu pisteeksi (0,—1) eli kiirjeksi B,
kérki B peilautuu pisteeksi (0,—(—1) = (0,1)) eli kérjeksi 4 ja
karki C pysyy paikallaan.

Siis kolmio peilautuu itselleen eli on x-akselin suhteen
symmetrinen.

Sen sijaan y-akselin suhteen peilattaessa kérki C peilautuu
pisteeksi (—\/ 3,0), joka ei ole lainkaan tdmaén tasasivuisen

kolmion piste. Siis tdmad tasasivuinen kolmio ei ole y-akselin
suhteen symmetrinen.
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Suora y =3x +1 kulkee pisteiden 4=(0,1) ja
B=(1,3-1+1)=(1, 4) kautta.

a) Kun peilataan x-akselin suhteen, niin piste 4 peilautuu
pisteeksi 4'=(0,—1) ja B peilautuu pisteeksi B'=(1,-4).
Suora y =3x+1 peilautuu siis suoraksi, jonka kulmakerroin on

—4-CD_
1-0

ja ratkaistun muodon vakiotermi on —1 eli suoraksi y =—-3x—1.
b) Kun peilataan y-akselin suhteen, niin piste A pysyy

paikoillaan ja B peilautuu pistecksi B"=(-1,4).
Suora y =3x +1 peilautuu siis suoraksi, jonka kulmakerroin on

ja ratkaistun muodon vakiotermi 1 eli suoraksi y=-3x+1.
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a) Sijoittamalla saadaan
((=5)* + (=17 +25) ~100-(=5)’
=(25+1+25)" ~100-25
=51 -2500=101

(0 + 0 +25)° ~100-0
=25"-0=25"

ja

(42 +32+25) ~100-4°
=(16+9+25)* ~1600

— 507 —1600 = 900 = 30°
joten piste (0,0) on parametria ¢ =25 ja
piste (4,3) parametria ¢ =30 vastaavalla kiyrilla.
Sen sijaan /101 ~10,05 =10, joten piste (—5,—1) ei ole milldén

kayrista.
b)
2
(62 +(=1=7) +25) 1006
—(6141+27+7%) —100-36

= +47° +1287° + 2487 + 244 ~ 2507
joten \/7z4 +47° +1287° + 2487 + 244 ~ 50,07 ja piste (6,—1—7)
el ole milldén kayrista.
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c¢) Kuvaaja on yksiosainen, kunhan silld on jokin y-akselin piste
(0,»). Sijoittamalla piste kuvaajan yhtdloon todetaan, etté

(0> + 3% +25) =100-0% =2,
josta saadaan

c’ :(y2 +25)2 >25°,
Parametrin arvolla ¢ =10 on ¢ =100 < 257, joten ehto ei toteudu
ja kuvaaja koostuu kahdesta kayrésta.

d) Viite: Yhtilon
(x*+y%+ 25)2 —100x” = ¢* kuvaajat ovat x- ja y-

akselien suhteen symmetrisid, kun
c=10, 25, 30, 50.

Todistus: Olkoon c¢ jokin luvuista 10, 25, 30 ja 50, sekd olkoon
(x,,,) kuvaajan piste. Talloin

(x02 +y, + 25)2 ~100x,” =¢?.
Koska x,” = (—xo)2 ja y,° = (—yo)z, pitee myos

2

((—xo )2 + yo2 + 25) — 100(—)(?0 )2 =c’
ja

( 2 2 2 2 2

X, +(—y0) +25) —-100x," =c",

joten pisteet (—x,,¥,) ja (x,,—,) ovat myds kuvaajan pisteita.
Siis kuvaajat ovat x- ja y-akselien suhteen symmetrisié.



