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Tapa 1

Ratkaistaan yhtdloryhma kadyttamailld sijoituskeinoa.

(D) (x—y+z=2
(2)x—2y+3z=0
(3) |3x—4y+2z=-2

Ratkaistaan yhtélostd (1) muuttuja z muuttujien x ja y suhteen.

Saadaan yhtalo
(4) z=—x+y+2

Sijoitetaan yhtdlo (4) yhtiloihin (2) ja (3), jolloin saadaan
yhtéilopari

x=2y+3(-x+y+2)=0
3x—4y+2(—x+y+2):—2

(5) 2x+y+6=0
(6) x=2y+6=0

Ratkaistaan yhtdlostéd (5) muuttuja y muuttujan x suhteen.
Saadaan yhtalo

(7) y=2x-6
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Sijoitetaan yhtalo (7) yhtdloon (6), jolloin saadaan

x—2(2x-6)+6=0

x—4x+12+6=0
—3x=-18

x=06

Muuttujan y arvo saadaan sijoittamalla x = 6 yhtdloon (7).
y=2x-6=2-6-6=06

Muuttujan z arvo saadaan sijoittamalla x=6 ja y =6
yhtiloon (4).

z=—X+y+2=—6+6+2=2

x=6
Yhtidloryhmén ratkaisuon { y =6.
z=2

Tapa 2
Ratkaistaan yhtdloryhma kdyttamailld yhteenlaskukeinoa.

(D) [(x—y+z=2
(2)x—2y+3z=0
(3) |3x—4y+2z=-2
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Eliminoidaan yhtéloisté (1) ja (2) muuttuja x.

W[ x-y+z=2 -1
(2)|x-2y+3z=0 (-1)
X —y+z=2
+
-x+2y-3z=0
(4) y—2z=2

Eliminoidaan vastaavasti yhtiloistd (2) ja (3) myos muuttuja x.

(2)[ x=2y+3z=0 (-3)
(3)[3x—4y+2z=-2 1

—3x+6y—-9z=0
+
3x—4y+2z=-2

(5) 2y—Tz==2

Ratkaistaan yhtéloista (4) ja (5) muodostettu yhtilopari.

(4)[ y-2z=2 (=2)
(5) 2y=Tz=-2 -1
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+{—Zy+4z=—4
2y =Tz=-2
—3z=-6

z=2

Sijoitetaan z =2 yhtdl6on (4), jolloin saadaan

y-2.2=2
y=6

Muuttuja x arvo saadaan sijoittamalla y =6 ja z=2
yhtdloon (1).

x—6+2=2
x=06
x=6
Yhtéloryhmén ratkaisuon ¢ y=6.
z=2
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Tapa 1
Ratkaistaan yhtdloryhma kayttamailld sijoituskeinoa.

(1) [6x+3y+2z+5=0
(2) x—y+z+3=0
(3)| x-2y+3z-8=0

Ratkaistaan yhtédldstd (2) muuttuja z muuttujien x ja y suhteen.

Saadaan yhtalo
(4) z=—x+y-3

Sijoitetaan yhtdlo (4) yhtiloihin (1) ja (3), jolloin saadaan
yhtéilopari

6x+3y+2(-x+y-3)+5=0
x—2y+3(—x+y—3)—8:O
(5){ 4x+5y-1=0

(6) —2x+y-17=0

Ratkaistaan yhtdlostd (6) muuttuja y muuttujan x suhteen.
Saadaan yhtalo

(7) y=2x+17

tehtdvien ratkaisut
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Sijoitetaan yhtdlo (7) yhtdloon (5), jolloin saadaan

4x+5(2x+17)-1=0
4x+10x+85-1=0
14x =-84
x=-6

Muuttujan y arvo saadaan sijoittamalla x = —6 yhtaloon (7).
y=2x+17=2-(-6)+17=5

Muuttujan z arvo saadaan sijoittamalla x=—6 ja y=35
yhtdloon (4).

z=—x+y-3=—(-6)+5-3=8

x=-6
Yhtaloryhmén ratkaisu on { y =5
z=8

Tapa 2
Ratkaistaan yhtdloryhma kayttamalla yhteenlaskukeinoa.

(1) [6x+3y+2z+5=0
(2)sx—y+z+3=0
(3) [x—2y+32z-8=0
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Eliminoidaan yhtéloista (1) ja (2) muuttuja z.

(1) [6x+3y+2z+5=0 -1
(2) x—y+z+3=0 (=2)
6x+3y+2z+5=0
+
—2x+2y-2z-6=0

(4) 4x+5y -1=0

Eliminoidaan vastaavasti yhtiloistd (2) ja (3) myos muuttuja x.

(2)[ x—y+z+3=0 (=3)
(3) [x—2y+3z-8=0 -1

N —3x+3y-3z-9=0
x—2y+3z-8=0

(5) 22x+ y -17=0

Ratkaistaan yhtéloista (4) ja (5) muodostettu yhtilopari.

(4)( 4x+5y-1=0 -1
(5) —2x+y—-17=0 -2
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4x +5y —-1=0
+{—4)(4—2)/—34=0
7y —-35=0

y=5

Sijoitetaan y =5 yhtdloon (4), jolloin saadaan

4x+5-5-1=0
4x =-24
x=-6

Muuttuja z arvo saadaan sijoittamalla x=-6 ja y=35
yhtéloon (2).

-6-5+z+3=0
z=8
x=-6
Yhtéaloryhman ratkaisuon § y =5
z=28
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Merkitdén lannoitteiden A4, B ja C maarid vastaavasti kirjaimilla
a, b ja c (yksikkona kg).

Saadaan yhtaloryhma
(1) (a+b+c=82
(2) |a=3b ‘ Sijoitetaan yhtiloon (1),
(3) |c= % ‘ Sijoitetaan yhtiloon (1).
1
3b+b+—b=82 |10
10
306 +10b+ b =820
41h =820
820
b=——=20 (k
1 (ke)

Muuttujien a ja c arvot saadaan yhtiloistd (2) ja (3).

a=3b=3-20=60 (kg)

L
_ 2 p=L 0022 (k
‘10" " 10 (ke)

Vastaus  Ravinnetta 4 on kylvettiva 60 kg,

ravinnetta B 20 kg ja ravinnetta C 2 kg.
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Merkitddn kolmion sivuja kirjaimilla x, y ja z.
Saadaan yhtaloryhma

(D [x+y=12
2 x+z=14
(3)|y+z=18

Yhtiloistd (1) ja (2) saadaan
yhtilot

(4) y=12—-x ja
(5) z=14—x

Sijoitetaan saadut yhtalot yhtdloon (3), jolloin saadaan

12-x+14-x=18
—2x=-8
x=4

Sijoitetaan x =4 yhtiloihin (4) ja (5), jolloin saadaan muuttujien
yjazarvot.

y=12-x=12-4=8

z=14-x=14-4=10

Vastaus  Kolmion sivut ovat 4, 8, ja 10.
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x:y:z=1:2:5
3x+2y+z=24

Merkintd x:y:z=1:2:5 tarkoittaa siti, ettd
x:y=1:2 ja y:z=2:5.
Siis yhtdloryhmé saa muodon

3x+2y+z=24

(1) |y=2x Sijoitetaan yhtildihin (2) ja (3).

(2)35y=2z
(3) [3x+2y+z=24

5.-2x=2z
3x+2-2x+z=24

(4)|z=5x Sijoitetaan yhtiloon (5).
(5) (7x+2z=24
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Tx+5x=24
12x=24
x=2

Muuttujien y ja z arvot saadaan yhtdloisté (4) ja (1).

z=5x=5-2=10
y=2x=2-2=4
x=2
Yhtialoryhmaén ratkaisuon {y=4 .
z=10
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Analyyttinen geometria e

Merkintd x:y:z=1:3:4 tarkoittaa sité, ettd
x:y=1:3 ja y:z=3:4.Siis yhtdloryhméa saa muodon

(1)
(2)
(3)

{

(4)
(5)

y=3x
4y =3z
2x+y-3z=-14

4.3x=3z
2x+3x—-3z=-14

z=4x Sijoitetaan yhtiloon (5).
S5x-3z=-14
5x-3-4x=-14
—Tx=-14

x=2

tehtdvien ratkaisut

Sijoitetaan yhtildihin (2) ja (3).
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Muuttujien y ja z arvot saadaan yhtiloista (4) ja (1).

z=4x=4-2=8
y=3x=3-2=6
x=2
Yhtdloryhmén ratkaisuon {y=6.
z=8
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307 Kun x=1 ja y=-1, yhtilén (3) 9x-6y-12=3
(1) (2x=5y-7=0 ' '
(2)43x+y-2=0 Vgsenpuol}on 9-1-6-(-1)-12=3 ja

(3)|9x—6y-12=3 oikea puolion 3

Saatu ratkaisu toteuttaa yhtdlon (3), joten

Yhtdloitd on kolme ja muuttujia vain kaksi, joten muodostetaan

uusi yhtdloryhma valitsemalla sithen esimerkiksi

yhtilét (1) ja (2). yhtiloryhmén ratkaisu on

Ratkaistaan ndin saatu yhtélopari ja tutkitaan, toteuttaako saatu

ratkaisu myos yhtilon (3).

S . x=1
(1) {236 5y-7=0 1 Vastaus {
y

x=1

y=-1

(2)] 3x+y-2=0 5 =1

2x—5y —7=0
+{xy

I5x+5y-10=0
17x -17=0
x=1 Sijoitetaan yhtiloon (2).
3-1+4y-2=0
y=-1

Tarkistetaan toteuttaako saatu ratkaisu x =1 ja y =—1 myos
yhtilon (3).
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(1) (6x+8y =40
(2)4x+7y =30
(3) [ 7x-9y =10

Yhtdloitd on kolme ja muuttujia vain kaksi, joten muodostetaan
uusi yhtdloryhma valitsemalla sithen esimerkiksi

yhtdlot (1) ja (2).

Ratkaistaan ndin saatu yhtélopari ja tutkitaan, toteuttaako saatu
ratkaisu myos yhtilon (3).

(1) [6x+8y=40 2 7
(2){4x+fzy:30 (=3) L(—s)
12x+16y =80 42x+56y =280
+{—12x—2ly=—90 +{—32x—56y=—240
5y =—10 10x =40
y=2 x=4

Tarkistetaan toteuttaako saatu ratkaisu x =4 ja y =2 myos
yhtdlon (3).

Kun x=4 ja y=2,yhtilén (3) 7x-9y=10

vasen puolion 7-4-9-2=28-18=10 ja
oikea puolion 10
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Saatu ratkaisu toteuttaa yhtdlon (3), joten
x=4

yhtidloryhmaén ratkaisu on { 5
y =
x=4

Vastaus .
{y=2
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(1) (6x+3y=0
(2){ —x+y=-3
(3)| x-7y=-13

Yhtdloitd on kolme ja muuttujia vain kaksi, joten muodostetaan
uusi yhtdloryhma valitsemalla sithen esimerkiksi

yhtdlot (1) ja (2).

Ratkaistaan ndin saatu yhtélopari ja tutkitaan, toteuttaako saatu
ratkaisu myos yhtilon (3).

(1) (6x+3y=0 -1
(2){ —x+y=-3 6
6x+3y=0
+{—6x+6;:—18
9y =-18
y=-2 Sijoitetaan yhtloon (2).
—x—2=-3
x=1

Tarkistetaan toteuttaako saatu ratkaisu x =1 ja y =-2 myos
yhtilon (3).

e sivull4 e Péivitetty 19.2.2006

Kun x=1 ja y=-2,niin yhtilén (3) x-7y=-13

vasenpuolion 1-7-(-2)=15ja
oikea puolion —13

Saatu ratkaisu ei toteuta yhtdlod (3), joten alkuperdisellé
yhtiloryhmélli ei ole ratkaisua.

Vastaus  Yhtdloryhmélli ei ole ratkaisua.
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(D[ x=3y=-3
(2)4 2x+y=8
(3) |—x+2y=5

Yhtiloitd on kolme ja muuttujia vain kaksi, joten muodostetaan
uusi yhtdloryhma valitsemalla sithen esimerkiksi

yhtdlot (1) ja (2).

Ratkaistaan ndin saatu yhtél6pari ja tutkitaan, toteuttaako saatu
ratkaisu myos yhtilon (3).

(1) [x-3y=-3 |1
(2)|2x+y=8 -3

N x—=3y=-3
6x+3y=24

Tx =21

x=3 Sijoitetaan yhtildoon (2).
2-3+y=8
y=2

Tarkistetaan toteuttaako saatu ratkaisu x =3 ja y =2 myos
yhtilon (3).
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Kun x=3 ja y=2,niin yhtilén (3) —x+2y=5

vasen puolion -3+2-2=1 ja
oikea puoli on 5.

Saatu ratkaisu ei toteuta yhtdloa (3), joten alkuperiisellé
yhtéloryhméll4 ei ole ratkaisua.

Vastaus  Yhtdloryhmélli ei ole ratkaisua.
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Yhtéloitd on vain kaksi ja muuttujia kolme, joten ratkaistaan
kaksi muuttujaa kolmannen muuttujan suhteen.

Tapa 1

Ratkaistaan esimerkiksi muuttujat y ja z muuttujan x suhteen
yhteenlaskukeinolla.

2x+3y—-2z=0 -1 -1
{ x—y+z=0 ‘~3 ‘-2
+{2x+3y—2220 +{2x+3y—2220
3x-3y+3z=0 2x=2y+2z=0
5x +z=0 4x+ y =0
z=-5x y=—4x

Siis yhtdloryhmaén ratkaisu on

xelR
y=-4x
z=-5x

sivu 116 o Péivitetty 19.2.2006

Jos merkitddn muuttujan x arvoa kirjaimella a, saadaan
yhtéloryhman ratkaisu parametrimuodossa.

=a
=—4a (a elR )
z=-5a
Huomautuksia:

- Jos yhtdloistd olisi ratkaistu muuttujat x ja z muuttujan y
suhteen, olisi ratkaisu saatu muodossa

1 1

x——Zy x——Za

yelR y=a (aem)
5 5

Z—Zy z=—a

- Jos yhtiloista olisi ratkaistu muuttujat x ja y muuttujan z
suhteen, olisi ratkaisu saatu muodossa

1
X=——2z X=——a
5 5
4
y=—z y=—a (aeIR)
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Yhtéloitd on vain kaksi ja muuttujia kolme, joten ratkaistaan kaksi

Ratkaistaan esimerkiksi muuttujat y ja z muuttujan x suhteen muuttujaa kolmannen muuttujan suhteen.

sijoituskeinolla.
Tapa 1
(1) [2x+3y—-2z=0 P
(2)|x=y+z=0 | Ratkaistaan y. Ratkaistaan esimerkiksi muuttujat y ja z muuttujan x suhteen
yhteenlaskukeinolla.
(1) 2X+3y—2Z:O 7x-5y-6z:0 -1 -1
B)|y=x+z ‘ Sijoitetaan yhtiloon (1). 2x—y—2z=0 (=5) |-(=3)
2x+3(x+2)-22=0 .\ Tx -5y —6z=0 . Tx—=5y—-6z=0
5x+z=0 —10x+5y+10z=0 —6x+3y+62z=0
z=-5x Sijoitetaan yhtdloon (3). 3y +4z=0 x—2y -0
y=x+z=x—-5x=-4x 3 1
z==x y==x
4 2

Siis yhtaloryhmén ratkaisu on
Siis yhtdloryhman ratkaisu on

xelR XxX=a

y=—4x y=—4a (aeR) xelR
z=-5x z=-5a 1
=—X

Y 2

3
z=—X

xelR 4

Vastaus y=—4x
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Jos merkitddn muuttujaa x kirjaimella a, saadaan yhtdloryhmén
ratkaisu parametrimuodossa.

Tapa 2

Ratkaistaan esimerkiksi muuttujat y ja z muuttujan x suhteen

xX=a sijoituskeinolla.
y=-a (aeR) (1) (7x-5y-62=0
3 (2)| 2x—y-2z=0 | Ratkaistaan y.
z="a
X (1) [7x=5y-6z=0
Huomanrtuksia: (3)]y=2x-2z | Sijoitetaan yhtilssn (1).

- Jos yhtdloisté olisi ratkaistu muuttujat x ja z muuttujan y

suhteen olisi ratkaisu saatu muodossa

(x=2y x=2a

yelR y=a (aeR)
3 3

Z:Ey Z=§a

- Jos yhtéldistd olisi ratkaistu muuttujat x ja y muuttujan z
suhteen olisi ratkaisu saatu muodossa

4 4

X=—z X=—a

3 3

2 2
==, =—qa aclR
y=3 y=3 (aeR)

zelR z=a

7x-502x=2z)—-62=0
-3x+4z=0

Z=—X
4

y=2x—2222x—2-2x:lx
4 2

Siis yhtdloryhmén ratkaisu on

xelR xX=a
1, 1,
Y 2 Y 2
3 3
zZ=—X z=—a
4 4

Sijoitetaan yhtiloon (3).

(aeR)
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Yhtaloitd on vain kaksi ja muuttujia kolme, joten ratkaistaan Yhtaloitd on vain kaksi ja muuttujia kolme, joten ratkaistaan kaksi
kaksi muuttujaa kolmannen muuttujan suhteen. muuttujaa kolmannen muuttujan suhteen.
Ratkaistaan esimerkiksi muuttujat x ja y muuttujan z suhteen Ratkaistaan esimerkiksi muuttujat x ja y muuttujan z suhteen
yhteenlaskukeinolla. yhteenlaskukeinolla.

2x-3y+z=5 -3 X—y+2z=3 -5

—6x+9y—-3z=3 -1 —Sx+5y—-10z-10=0 -1

6x—9y+3z=15 Sx -5y +10z =15
+ +
—6x+9y—-3z=3 —S5x+5y—-10z-10=0
0=18 aina epétosi -10=15 aina epétosi

Yhtiloryhmalla ei siis ole ratkaisua. Yhtéaloryhmalla et siis ole ratkaisua.

Vastaus  Yhtdloryhmélli ei ole ratkaisua. Vastaus  Yhtdloryhmélli ei ole ratkaisua.
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Ratkaistaan yhtaloryhma kayttamalld sijoituskeinoa.

(1) [x:y=3:2
(2)43y=2z-4
(3) |[4x-3z=0

Ratkaistaan yhtdlostéd (1) muuttuja x muuttujan y suhteen.

x_3
y 2
2x =3y

3
(4) x:Ey

Sijoitetaan yhtdlo (4) yhtdloon (3).

3
4.—y-3z=0
27

(5) 6y-3z=0

Ratkaistaan yhtdlostéd (5) muuttuja z muuttujan y suhteen.

sivu 120 e Péivitetty 19.2.2006
—3z=-6y
(6) z=2y Sijoitetaan yhtiloon (2).
3y=2-2y—-4
y=4

Muuttujien X ja z arvot saadaan sijoittamalla y =4
yhtél6ihin (4) ja (6).

3 3
x=—y=—-4=6
2772
z=2y=2-4=8
x=6
Yhtialoryhmén ratkaisu on { y =4.
z=38

N =
Il
00~ O

Vastaus
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M) 2x+z=y-3
(2){ 2y—z=x+3
(3)|3x+2z=y-2

Ratkaistaan yhtdloryhma kayttamailld yhteenlaskukeinoa.

D 2x-y+z=-3 ‘1
(2){—x+2y—z=3 1 |2
(3)|3x—y+2z=-2

N 2x —y+z=-3 N —2x+4y—-2z=6
—x+2y—-z=3 3x —y+2z=-2
(4) x+ y =0 (5) x+3y =4
(4)[ x+y=0 (=1
(5) |x+3y=4 -1
—x —v=0
Y
{x+3y:4
2y=4
y=2 Sijoitetaan yhtdloon (4).
x+2=0

x=-2

sivu 121 e Péivitetty 19.2.2006

Sijoitetaan x =—-2 ja y =2 yhtdloon (1).

2.(=2)-2+4z=-3

z=-3+6
z=3
x=-2
Yhtidloryhmén ratkaisuon { y =2 .
z=3
x=-2
Vastaus y=2
z=3
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x:y:z=-1:7:4
a
3x—-y+2z=4

Merkintd x:y:z=-1:7:4 tarkoittaa sité, etti
x:y=-1:7 ja y:z=7:4.Siis yhtdloryhma saa muodon

(1) |y=-7x
(2)14y =7z
(3)[3x—y+2z=4

Sijoitetaan yhtildihin (2) ja (3).

4.(-7x)=7z
3x—(-7x)+2z=4

‘ Sijoitetaan yhtildon (5).

(4)|z=—-4x
(5) [10x+2z=4

sivu 122 e Péivitetty 19.2.2006

10x+2-(-4x)=4
2x=4
x=2

Muuttujien y ja z arvot saadaan yhtdloisté (4) ja (1).

z=-4x=-4-2=-8
y=—Ix=-7-2=-14

x=2
Yhtdloryhmén ratkaisu on §y=-14.
z=-8
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(D (3x+y=5
by  (2){x-3y=-5
(3) | 2x+y=0

Yhtil6itd on kolme ja muuttujia vain kaksi, joten muodostetaan
uusi yhtdloryhma valitsemalla sithen esimerkiksi

yhtélst (1) ja (2).

Ratkaistaan ndin saatu yhtélopari ja tutkitaan, toteuttaako saatu
ratkaisu my0s yhtdlon (3).

(D [3x+y=5 ‘ Ratkaistaan y.
(2)|x=3y=-5

(4)|y=5-3x ‘ Sijoitetaan yhtiloon (2).
(2) [x-3y=-5

x-3(5-3x)=-5
10x—-15=-5

x=1 Sijoitetaan yhtiloon (4).

y=5-3x=5-3-1=2

Tarkistetaan toteuttaako saatu ratkaisu x =1 ja y =2 myo0s
yhtilon (3).

tehtdvien ratkaisut

sivu 123 e

Paivitetty 19.2.2006

Kun x=1 ja y=2,yhtilén (3) 2x+y=0

vasenpuolion 2-1+2=4 ja
oikea puolion 0

Saatu ratkaisu ei toteuta yhtilod (3), joten alkuperiisellé
yhtéloryhméll4 ei ole ratkaisua.

x=2
Vastaus a) {y=-14
z=-8

b) Yhtédloryhmilld ei ole ratkaisua.
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(1) [6x=3y—4

a) (2)<4x—9y+5=O
(3) y—§:8x+2

Yhtdloitd on kolme ja muuttujia vain kaksi, joten muodostetaan
uusi yhtdloryhmai valitsemalla sithen esimerkiksi

yhtélot (1) ja (2).

Ratkaistaan ndin saatu yhtéldpari ja tutkitaan, toteuttaako saatu
ratkaisu my0s yhtdlon (3).

(1) [6x-3y=-4 2 (=3)
(2){4x—9y=—5 (=3) |1
12x —6y=-8 —18x+9y =12
+{—12x+27y:15 +{ 4x-9y=-5
21y =7 —14x = 7
1 1
73 =73

: . 1 .
Tarkistetaan toteuttaako saatu ratkaisu x = ) ja y= 3
myds yhtilon (3).

| 1
Kun x=-— ja y:E,yhtéilén (3) y—§:8x+2

sivu 124 o Péivitetty 19.2.2006
. 1 7 6 :
vasenpuolion ———=-—=-2 ja
3 3 3

oikea puolion 8- (—%) +2=-4+2=-2

Saatu ratkaisu toteuttaa yhtdlon (3), joten

yhtdloryhmaén ratkaisu on x = —% jay= % :

b) Yhtél6itd on vain kaksi ja muuttujia kolme, joten ratkaistaan
kaksi muuttujaa kolmannen muuttujan suhteen.

Ratkaistaan esimerkiksi muuttujat x ja y muuttujan z suhteen
yhteenlaskukeinolla.

S5x—y+3z=0 (=2)
10x-2y+6z=-5 -1

10x-2y+6z=-5
0=-5

{—10x+2y—6Z:O

aina epétosi

Yhtaloryhmélla ei siis ole ratkaisua.

Vastaus a) b) E1 ratkaisua.
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a) Ratkaistaan yhtidloryhmai kayttimalla sijoituskeinoa.

() (x+3y+4z=0
(2)x—2y+3z=-3
(3)|2x—5y—z=7

Ratkaistaan yhtdlostéd (1) muuttuja x muuttujien y ja z suhteen.
Saadaan yhtalo

(4) x=-3y—4z

Sijoitetaan yhtdlo (4) yhtdloihin (2) ja (3), jolloin saadaan
yhtélopari

—3y—-4z-2y+3z=-3
2(-3y—-4z)-5y-z=17
(5){—5)/—2:—3

(6) |-11y—-9z=7

Ratkaistaan yhtdlostd (5) muuttuja z muuttujan y suhteen.
Saadaan yhtalo

(7) z=3-5y

Sijoitetaan yhtdlo (7) yhtdloon (6), jolloin saadaan

sivu 125 o Péivitetty 19.2.2006

~11y-9(3-5y)=7
—11ly-27+45y =17
34y =34

y=1

Muuttujan z arvo saadaan sijoittamalla y =1 yhtal6on (7).
z=3-5y=3-5-1=-2

Muuttujan x arvo saadaan sijoittamalla y =1 ja z=-2
yhtdloon (4).

x=-3y-4z=-3-1-4.(-2)=5

x=35
Yhtaloryhmaén ratkaisu on § y =1
z==2

b) Yhtiloitd on vain kaksi ja muuttujia kolme, joten ratkaistaan
kaksi muuttujaa kolmannen muuttujan suhteen.

Ratkaistaan esimerkiksi muuttujat x ja y muuttujan z suhteen
sijoituskeinolla.
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(1) {2x +y—z=1 ‘ Ratkaistaan y.

(2)

X+y+2z=0

(3) |y=—2x+z+1 ‘ Sijoitetaan yhtiloon (2).

(2) |x+y+22z=0

X=2x+z+1+2z=0
x=3z+1 | Sijoitetaan yhtiloon (3).

y=-2x+z+1=2Bz+D+z+1=-5z-1

x=3z+1
Siis yhtidloryhmaén ratkaisu on { y = -5z —1.
zelR

Jos merkitddn muuttujan z arvoa kirjaimella a, saadaan
yhtidloryhmaén ratkaisu parametrimuodossa

x=3a+1
y=-5a-1 (ae]R)

z=a

sivu 126 e

Huomautuksia:
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— Jos yhtéloisté olisi ratkaistu muuttujat x ja z muuttujan y
suhteen, ratkaisu olisi saatu muodossa

=32
5 5
yelR
1 1
7=75775

3 2
x=——a+=

5 5
y=a (aelR)

1 1
z=——a——

5 5

— Jos yhtiloisté olisi ratkaistu muuttujat y ja z muuttujan x
suhteen, ratkaisu olisi saatu muodossa

-

xelR
5 2

Vastaus a) {y=

xX=a
5 2
=——aq+— (aeR)
YETRATS
1
z=—q——
3 3
x=3z+1
b) Jy=-5z-1
zelR
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320 (4) [6a+2c=24 -1
(5)|3a+3c=24 (=2)
Saadaan yhtaloryhma
a+b+c=24 N 6a+2c=24
1 —6a —6c=-48
a=—(b-c) ‘-5
5 —4c=-24
b=2(a+c) c=6
Sijoitetaan ¢ = 6 yhtdloon (4), jolloin saadaan
(D) a+b+c=24 S
(2)3 Sa-b+c=0 -1 6a+2-6=24
(3)|2a-b+2c=0 -1 6a =12
a=2
_|_{ at+b+c=24 +{ a+b +c=24 Sijoitetaan @ =2 ja c =6 alkuperiiseen yhtiloon b =2(a +c),
Sa-b+c=0 2a-b+2c=0 jolloin saadaan
(4) 6a +2c=24 (5)3a +3c=24
b=2(2+6)=16

Vastaus  Luvut ovat 2, 16 ja 6.
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321 —2-3+5:1-5¢t=0
a) =5t=0
(1 [3x=-6 | Ratkaistaan x. t=0
(2) |x+y=1 ‘Ratkaistaan V.
(3) [3x+2y+z=1 x=-2
=3
(4) |x—y+52-5t=0 Yhtiléryhmin ratkaisu on 4 |
z =
t=0
x=-2
(5) y=1—x b)
(3) [3x+2y+z=1
(4) |x—y+5z-5t=0 (D) (x+y+z+2u=2
(2)|x+2y—z-u=0 | Ratkaistaan u.
Muuttujan y arvo saadaan, kun sijoitetaan x = -2 yhtdloon (5). (3) |[x—y+2z=5-u
4) |3y +2x—-3u=2z+2
y=l-x=1-(-2)=3 (4) By +2x—-3u =2z
Muuttujan z arvo saadaan, kun sijoitetaan x=-2 ja y=3 (D) (x+y+z+2u=2
yhtiloon (3). (3) |lu=x+2y-z Sijoitetaan yhtaloihin (1), (3) ja (4).
3) | x—y+2z=5-u
3-(-2)+2-3+z=1 (3)|x-»y
(4) |13y +2x-3u=2z+2
z=1 )
Muuttujan ¢ arvo saadaan, kun sijoitetaan x =-2, y=3 ja z=1 X+y+z+2(x+2y-z)=2
yhtil6on (4). x—y+ZZ:5—(x+2y—z)
3y+2x—3(x+2y—z):22+2
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(6) (3x+5y—z=2
(7)2x+y+z=5
(8) |—x-3y+z=2 | Ratkaistaan x.

(6) (3x+5y—z=2
(7)2x+y+z=5

(9) |x=-3y+z-2 | Sijoitetaan yhtiloihin (6) ja (7).

3(3y+z-2)+5y-z=2
2(—3y+z—2)+y+Z:5

—4y+2z=8
—5y+3z=9

Ratkaistaan yhtilopari yhteenlaskukeinolla.

—4y+2z=8 -5 (-3)
—5y+3z=9 (—4) %)
L [720p+10z=40 | 12y-62=-24
20y —12z=-36 ~10y+62z=18
-2z=4 2y =-6

z=-2 y:—3

sivu 129 e Péivitetty 19.2.2006

Muuttujan x arvo saadaan, kun sijoitetaan y =-3 ja z=-2
yhtdloon (9).

x=-3y+z-2=-3.(-3)-2-2=9-4=5

Muuttujan u arvo saadaan, kun sijoitetaan muuttujien x, y ja z
arvot yhtdloon (5).

u=x+2y-z=5+2-(-3)-(-2)=5-6+2=1

x=35
e : y=-3
Yhtidloryhmén ratkaisu on < %
z=-
u=1
Vastaus  a) « b)
z=1 z==2
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322 b) Muodostetaan yhtdloketjusta yhtaloryhma.

a) Muodostetaan yhtéloketjusta yhtalopari
2x+3y—z4+u+l=x—y+3z—-u

x=2y—-1=2x+3y-9 X—y+3z—u=3x+2y+z-2u+6
2x+3y-9=4x+3y-15 3x+2y+z-2u+6=—x—-y+2z4+2u-"7

—Xx—y+2z+2u-T7=2x+u

{x—Zy—l—Zx—3y+9=O

2x+3y-9-4x-3y+15=0 (D[ x+4y—4z+2u+1=0
(2)|2x-3y+2z+u—-6=0
(1) [-x—5y+8=0 (3) | 4x+3y—z—4u+13=0
(2){—2x+6 =0 | Ratkaistaan x. (| Bx-y+2z+u-7=0
1 6=0 Ratkaistaan yhtdlostéd (1) muuttuja x muuttujien y, z ja u suhteen.
x=3 (5) x=—4y+4z—-2u-1
Muuttujan y arvo saadaan, kun sijoitetaan x =3 yhtdloon (1). Sijoitetaan yhtils (5) yhtalsihin (2), (3) ja (4).
-3-5y+8=0
=S5y=-5 2(-4y+4z-2u—-1)-3y+2z+u—-6=0
y= 4(-4y+4z-2u—-1)+3y—z—-4u+13=0

—3(—4y+4z—2u—1)—y+2z+u—7:O

x=3

Ratkaisu on {
y =
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(6)[5y—6z+5u—4=0 -5 Muuttujan x arvo saadaan sijoittamalla y=0,z=1 ja u=2
(7)1-13y+15z—-12u+9=0 2 |2 yhtiloon (5).

(8) [11y—10z+7u—4=0 X=—4y+4z—2u—1

=—4.0+4-1-2-2-1=-1

-1

25y -30z+254—-20=0 N —26y+30z-24u+18=0
+
—26y+30z—-24u+18=0 33y -30z+21u—-12=0

—y +uy —-2=0 (10) 7y —3u +6=0 Ratkaisu on

9) y=u-2
Sijoitetaan yhtalo (9) yhtdloon (10).

TN = X
[l

0
{
2

T(u-2)-3u+6=0
Tu—-14-3u+6=0
4u =238 -1

x=3
Vastaus  a) { b)
y=1

u=>2 Sijoitetaan yhtiloén (9).
y=u—-2=2-2=0

S N X
Il

I
o = O

Muuttujan z arvo saadaan sijoittamalla u =2 ja y=0
yhtéloon (6).

5:0-6z+5-2-4=0
~6z+6=0

z=1
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Muuttujan y arvot saadaan sijoittamalla muuttujan x arvot
yhtéloon (2).
Kun x =0, niin y =0. Siis leikkauspiste on (0,0).

Kun x = ll, niin y = ll. Siis leikkauspiste on (ll,llj.
2 2 22

Vastaus  Leikkauspisteet ovat (0,0) ja (1%,1%).

Leikkauspisteet saadaan ratkaisemalla yhtidlopari

(D |x*+y° =3xp
(2) |x=y

3 3
X +x =3x-x

2x° =3x2 =0
»(2x-3)=0
x> =0 tai 2x—3=0

x=0 tai x:é:ll

2

| Sijoitetaan yhtiloon (1).

‘ Otetaan yhteinen tekija.

| Tulon nollasdintd.



Pyramidi 3 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut

324

Parillisten potenssien summa on nolla, kun jokainen
yhteenlaskettava on nolla. Saadaan yhtidloryhma

(D) (x+y—z-2=0 (-4) |-(=2)
(2)42x+3y—4z-1=0 -1
(3)|13x—y—2z-4=0 -1

(1){—4x—4y+4z+820 (1){—2x—2y+22+4=0

+(2) 2x+3y—4z-1=0 +(3) 3x —y—2z-4=0
(4) =2x =y  +7=0 x—3y =0
(5) x=3y
Sijoitetaan yhtalo (5) yhtdloon (4).
-2-3y—y+7=0
~Ty=-1
y=1 | Sijoitetaan yhtiloon (5).
x=3y=3-1=3

Muuttujan z arvo saadaan, kun sijoitetaan x =3 ja y =1
yhtdloon (1).

341-z-2=0
z=2

x=3

Vastaus  Yhtdlo on tosi, kun { y=1.

z=2

e sivul33 e Péivitetty 19.2.2006
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Merkitaan sekoitusmaaria seuraavasti:

Pullo A:
suolaliuosta aluksi a (dl)
1. kaadon jilkeen a——a=—a
3 3
2
2. kaadon jilkeen 3 a
2 1 1
3. kaadon jilkeen —a+—|c+—b+—a
3 10 4 12
Vo1 1
= —a+— —DbD + —
3 10 40 120
27
Ml
120 10 40
40
27 1 1
40 10 40
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Pullo B:

suolaliuosta aluksi

1. kaadon jilkeen

2. kaadon jilkeen

3. kaadon jilkeen

b (dl)

b+la
3

tehtdvien ratkaisut

sivu 134 o Péivitetty 19.2.2006

Pullo C:
suolaliuosta aluksi c (dl)

1. kaadon jilkeen c

2. kaadon jilkeen c+ i(b + %aj

3. kaadon jilkeen (l—ij(c+%b+—aj

Kaikissa pulloissa on lopuksi suolaliuosta 9 dl, joten saadaan
yhtiloryhma

“—a+—c+—b= |-40
40 10 40

Spelazo -4
4 4

D i a=9 |-40
10 40 40
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Analyyttinen geometria e

(1) (27a+b+4c =360

(2){a+3b=36 |Ratkaistaan a

(3) (3a+9b+36c =360 |:3

(1) (27a+b+4c =360

(4){a=36-3b | Sijoitetaan yhtalsihin (1) ja (5).
(5) |la+3b+12c =120

27(36=3b)+ b+ 4c =360
36—3b+3b+12c =120

—80b +4c=-612
12¢ =84

(6){—20[9 +c=-153

c=17 Sijoitetaan yhtildoon (6).
~20b+7 =-153
—20b=-160
b=28 Sijoitetaan yhtiloon (4).

a=36-3b=36-3-8=12
Yhtédloryhmén ratkaisuon a=12, b=8 jac=7.

Vastaus  Ensimmaisessd pullossa on 12 dl, toisessa 8 dl ja

kolmannessa 7 dl.

e sivul35 e
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Merkitddn suorakulmaisen sdrmidn sarmia kirjaimilla a, b ja c.
Télloin sdrmidn tilavuus on V =abc (a, b, ¢ #0).

Veden tilavuus on
1,20/ =1,20 dm® =1 200 cm?

Piirretdadn tilanteesta mallikuva.

7

T

¥
1 LI,

W -{r,f et

VP | Lt ne=Eeo il

a

g ©

9 ©

Iy

|

O = G e~

! ;;‘-fa"mﬂ;-,_t : ' ’;,-‘)Q—L
I‘u‘:\l/"ft.{ -._ Aem A 5 g} .." 5 ,.i 114 F
c
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Saadaan yhtaloryhma Suorakulmaisen sdrmion tilavuus on
a-b-4=1200 | Ratkaistaan b. V = abe = 510 - 6+/10 - 44/10 =120-10+/10
b-c-5=1200 5 — 120010 = 3794,733...
a-c-6=1200 |16

~3790(cm?) =3,79

1) b= 300 ‘ Sijoitetaan yhtiloon (2).
a
(2)) be = 240 Vastaus ~ Sarmion tilavuus on 3,79 [.
(3) |ac =200
300, ¢ =240 :@
a a
4) c=240--% =%, | Sijoitetaan yhtilson (3).
300 5
a -ia =200 ‘ :i
5 5
a® =250

a= 250 =5V10

Sijoitetaan yhtdloihin (4) ja (1).
c=%a=1 510 =410

b=300— 300 60 610

a  5Jl0 10
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327 Ratkaistaan seuraavaksi muuttuja x muuttujan z suhteen.
+3y+2z=8
{a); J; z 40 ax+3y+2z=8 -2
SerThymazTma = —8x—-6y—az=4 -1
Yhtéloitd on vain kaksi ja muuttujia kolme, joten ratkaistaan
kaksi muuttujaa kolmannen muuttujan suhteen. 2ax+ 6y +4z=16
—8x—-6y —az=4

Ratkaistaan muuttuja y muuttujan z suhteen.
(2a-8)x +(4—a)z=20
-8
ax+3y+2z=28
Sx—6y—az—4=0 | =90 (2a-8)x=20-(4—a)z :(2a-8)#0 eli a=4
Tapaus a =0 on tutkittava erikseen.

Jos a#4,on

1) a=0
8ax +24y +16z =64 20 4—a
+ X = - z
—8ax — 6ay —a’z=4a 2a—-8 2a-8
(24—6a)y+(16—a*)z=64+4a Jos a =4, alkuperdinen yhtélopari on
(24— 6a)y=(64+4a)—(16—a*)z|:(24—6a) # 0 Ax+3y+2z=8 2
clia#4 —8x—6y—4z-4=0 -1
Jos a#4,on
{8x+6y+4z =16
+
64+4a 16—a* —8x—-6y—-4z-4=0
= — z
4 24—6a 24-6a -4 =16 aina epatosi

Yhtaloparilla ei siis ole ratkaisua, kun a =4.



Pyramidi 3 e Analyyttinen geometria

Tutkitaan vield tapaus a =0.

2) Jos a =0, alkuperdinen yhtilopari on

3y+2z=8
—8x—-6y—-4=0

3y+2z=8 -2
—8x—-6y=4 -1

{ 6y +4z=16
+

—8x—-6y =4

—8x +4z=20 4
—2x+z=5
z=2x+5

e tehtivien ratkaisut

Yhtilolla z=2x+15, xR, on ddrettdman monta ratkaisua.

Kohtien 1) ja 2) perusteella yhtédloparilla ei siis ole

ratkaisua, kun a =4.

Vastaus a=4

sivu 138 e
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