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401 402
a) Suplementtikulmille on voimassa
~435° a+ =180
| a)
: a=120°
[ 120° + B =180°
b) B =60 3=60"
120° b)
VAR , a =630 &
630° + £ =180 /(b=—‘r5{>°
B=180"—630°
) B =450
k_}j £ =-360"-90°
- 180° )
a=-90 (3): A%® g\
—90° + B =180

B =180 +90°
B =270°
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403
a)

a=-30"-180" =-210°

P =270"+60" =330

b)

a =-360"—-45" =-405°

P =180"+45 =225

404.

a) Suunnattu kulma on
180° +45° =225°

b) Suunnattu kulma on

—180" -22,5 =-202,5°

pohjoinen

luode ~ koillinen
lansi < ita
lounas  \ /  kaakko
etela
pohjoinen
luode __ - koillinen
lansi > ita
lounas  kaakko

etela

sivu 140 e
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405
a) 1180°=3-360"+100°,

joten kulmalla 100° on sama alku- ja loppukylki.
b) —2000° =5-(-360") —200°

Kulmaa —200° vastaava positiivisen kiertosuunnan
kulma on 360° — 200" =160°.

406

t=11 min

Sekuntiviisari kiertdd minuutissa yhden kierroksen myd&tépaivadan
eli viisari kiertdd kulman —-360°. Siis
a=11-(-360") = -3960°
t=11min= 1 h
60
Tuntiviisari kiertdd tunnissa myd6tépaivain
yhden numerovilin eli

BECUPYS
12

Siis o= L. (-30°)=-5,5°
60

Vastaus  —3960°; 5,5
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407 b)
a) Pystysuoran suoran suuntakulma on 90°.
vl
b) Vaakasuoran suoran suuntakulma on 0’
40°
408 1§ l
a) Merkitddn suoran s ja positiivisen x-akselin ;
vilistd kulmaa g :lla.
s\ I
\ Koska suora s on nouseva, on suuntakulma o > 0.
0
\\l“\" . o =180° — 40— 90°

B=180" 120" | ) tulmat Vastaus  Suoran s suuntakulma on
= - vieruskulma

= 60° a) —60° b) 50°

Koska suora s on laskeva, on suuntakulma a <0.
Siis

a=—LF=-60
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a) Pisteet (0,0) ja (-5,10)

p=2Y_Yomn 1020,
ax  x,—x, —5-0

b) Pisteet (0,0) ja (5,0)

k:ﬂ:yz_yl _O_O:()
ax x,—x;, 5-0

c) Pisteet (0,0) ja (0,-5)

Koska pisteilld on sama x-koordinaatti, on suora pystysuora.

Siis kulmakerroin ei ole médritelty.

Vastaus a)-2 b) 0 c) e1 kulmakerrointa

410

a)
(xl’yl) :(3a0)
(%,2,)=(5,-2)

AX  X,—Xx, 5-3

Koska k£ <0, on suora laskeva.

sivu 142 e

b)

(x.0)
(%,,7,)

=2
AX
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=(-4,3)
:(0’3)

:yz_yl_ 3-3 =0

X, — X, C0-(-4)

Koska k£ =0, on suora vaakasuora.

c)

(x.01)=(-13)
(xzayz) =(-2,-4)

k=2
AX

_ TN —4-3 —7

=7>0

X, — X, _—2—(—1):—_1

Koska k& >0, on suora nouseva.

d)
(x)
(x,,7,)

(10,-1)
=(10,2)

Koska pisteiden x-koordinaatit ovat samat, on suora
pystysuora.

Vastaus

a) laskeva b) vaakasuora c)nouseva d) pystysuora
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k=2
AX
k:yZ yl
Xy =X
E_ a-—3
2 3-(-1)
E_a—3
2 4
2(a—-3)=12
a—3=6
a=9

Vastaus a=9

03
2

(x01)=(-13)

(xzayz) 3“)

tehtdvien ratkaisut

sivu 143 e Péivitetty 19.2.2006

412

Olkoon suoran ja x-akselin leikkauspisteend A = (xl,O)

seké suoran ja y-akselin leikkauspisteend B =(0,y,).

lﬂA
JOON

A(Xu())

X\

Suoran kulmakerroin
k :u (x1’y1):(x1,0)
AB Xy =X (XZ’yZ):(anz)

ZJ’z_O
0-x

Toisaalta kulmakerroin &k = —% . Siis

4
X, 3
Yo =7%

3
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Janan AB pituus on

Analyyttinen geometria tehtdavien ratkaisut

4Bl = J(x, %, ) +(v, - )

(xzayz) :(anz)

sivu 144 e Péivitetty 19.2.2006
Kun x;, =-9, niin

4
Vs Zg'(—9)=—12

Kun x, =9, niin

4
y2:§'9:12

Siis
A4=(-9,0) ja B=(0,-12) tai
4=(9,0) ja B=(0,12)

Vastaus
A= (—9,0) ja B= (O,—12) tai A= (9,0)

ja B=(0,12)
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413

k=tana, kun o #90°
a) k =tan 60’ =3
b) k = tan(—60") = —tan 60" = —/3
c) k =tan(—45") = —tan45° = -1
d) k=tan0" =0

e) Koska a =90°, niin suoralla ei ole kulmakerrointa.

Vastaus a) V3 b) -3 c)-1 d)0
¢) ei kulmakerrointa

sivu 145 e Péivitetty 19.2.2006

414
a)

tana =2
a=tan"' 2
a=63,434.." = 63°
b)
tana = -3
a =tan"' (=3)
a=-71,565.." = -72°

c)

tana = tan30° =—

&
] -

a=30°
d)
tana = —\/5
o= tan‘l(—\/z)

a =-54,735.." = =55

e)

tana =0

a=0

Vastaus a) 63° b) -72° c¢) 30°

d) -55°

e) 0
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415

tana =k, a#90°

tana =22 ax=-10, ay=7
AX
7
tanag =——
a=-34,99..°
~—-35°
Vastaus -35°

tehtidvien ratkaisut e sivu 146 e Péivitetty 19.2.2006
416
(xlayl):(la_l)
('xbyz):(\/iao)
k — yz B yl
X, =X
~0+1
J2-1
B x/zﬂ) 1
J2 -1
B V2 +1
2-1
=v2+1
tana =k
tana =2 +1
a=675
Vastaus k= \/5 +1

Suuntakulma on 67,5°.
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a) (xvyl):(lao) (xz,y2)=(3,6)

L Vi3 _6-0_6__
x,—x, 3-1 2
tana =k
tana =3
a=17156..c
a=T72

b) (x1ay1):(13\/§) (xzryz):(_la\/z)

tehtdvien ratkaisut

O NS TV SR S N B

k=
X, — X, -1-1 -2

V3-42
2

tana =

a=9,02.°
a=9,0

Vastaus  a) k=3, suuntakulma on 72°

B-2
2

b) k =

, suuntakulma on 9,0°

e sivu 147 e

418
k=tana
k = tan(-45°)
=—tan45’
=-1

Toisaalta
=2
AX

Yo =N

X, =X

~—8-(-2)
_—a—(—6)
_ —8+2
—a+6
-6
6—a

Siis

-6=—-6+a
a=0

Vastaus a=0

Paivitetty 19.2.2006

‘a=—45°

(% 3,)=(-6,-2)
(xzsyz) = (—a,—8)
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A=(a-1,-1)
B=(2a+1,a*-3)

a) Pisteiden A4 ja B kautta kulkeva suora on pystysuora, jos
pisteiden x-koordinaatit ovat yhtd suuret.

Siis
a—1=2a+1 lj/k
a—2a=1+1
-a=2 B
a=-2 >
A T o

b) Pisteiden A4 ja B kautta kulkeva suora on vaakasuora, jos
pisteiden y-koordinaatit ovat yhta suuret.
Siis

xV

P |
o 4

Vastaus a)a=-2 b)a= +2

sivu 148 e Péivitetty 19.2.2006

420

Olkoon
(x.2)=(2, a)
(xz,yz) = (1, a’—a —3)

Kulmakerroin on

k:yz_yl
Xy =X
_az—a—3—a
o 1=2
_a2—2a—3
A
=—a’+2a+3

a) Suora on nouseva, jos k>0.
—a*+2a+3>0

Nollakohdat:

—a’ +2a+3=0

24422 —4.(-1)-3
- 2-(=1)

-2+14
a:
-2
a=-1taia=3
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Kuvaaja:

j= - Q'L+&a+8

tehtdvien ratkaisut

Siis —a* +2a+3>0, kun —1<a<3.
Nain ollen suora on nouseva, kun —1<a <3.

b) Suora on laskeva, jos £ <0.

Kuvaajan avulla saadaan, ettad
—a*+2a+3<0, kun a<—1 tai a>3

Siis suora on laskeva, kun a < —1 tai a > 3.

Vastaus a) —1<a<3
b) a<-1 tai a>3

sivu 149 e

421
a)

Y= :k(x_xo)

y_

0=3(x-0)
y=3x

Paivitetty 19.2.2006

| (%03

(0,0), k=3

Yhtilo voidaan esittdd myds muodossa 3x—y =0.

b)

2x+

Yhtilo voidaan esittdd myos muodossa y = —Ex +—.

c)

y_y():k(x_xo)

y-3= —%(x —(-1)

2 2
3=_Zx-Z 3
4 3773 |
3y-9=-2x-2
3y—7=0

Y=X :k(x_xo)
y-98=0(x-19)
y—98=0

y =98

‘(Xo,yo) = (—1,3), k=— 3

7
3

2

| (%0,0)=(19,98), k=0

Yhtilo voidaan esittdd myds muodossa y —98 =0.

Vastaus

a) y=3x

b) 2x+3y—-7=0

c) y=98
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a) Suoran yhtilo on

y_yo:k(x_xo)

31
3 Loy
YT

, 313

2 2 2
y=tx
2

Yhtalo voidaan esittdd my0s yleisessd muodossa
1
=—X -2
a

2y=x
x=2y=0

b) Suoran yhtilo on

y_yo:k(x_xo)

tehtdvien ratkaisut

sivu 150 e Péivitetty 19.2.2006

Yhtalo voidaan esittdd myos yleisessd muodossa

c¢) Suoran yhtilo on

1
y=yo=k(x-x) (%Jw=04m2@:k:§

y—2a= %(x - (—Za))

y—2a:%(x+2a)

1
—2a=—x+a
4 2

1
=—x+3a
ap)

Yhtilo voidaan esittdd myds yleisessd muodossa

1
=—x+3a -2
y=3 |
2y=x+6a
x=2y+6a=0
Vastaus a) —lx b) —lx—l C) —lx+3a
4 2 4 2 2 4 2
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a) Piste (x,,y,)=(3,-5)

tehtdvien ratkaisut

Koska suora on vaakasuora, on sen yhtdlé muotoa

Y=W»

Siis yhtdlo on y=-5.

b) Piste (x,,,)=(3,-5)

Koska suora on pystysuora, on sen yhtdlé muotoa

X=X,

Siis yhtdlo on x=3.

Vastaus a) y=-5 b) x=3

sivu 151 e

424
a)

(=2.1)
(-1,-4)

(x.2)

(%,,3,)

4-1
O T

y—lz_T(x+2)

—(x-(-2)

y—1=-5(x+2)
y—1=-5x-10
S5x+y+9=0

Paivitetty 19.2.2006

(y=-5x-9)
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b) 425
(x1»y1)2(390) a)
=3 i) fpein
Y2 =N 2 TN
-y, = X—X
y=n Xz_xl( 1) v, =y (xl’yl):(_4’3)
3_0 y—ylzg(x xl)
y=0== 3(x—3) X, =X (%,,3,)=(0,-5)
o 5-3
3 —-3= (x+4)
y=e3) |-(-4) Y T4
a 8
—3=—(x+4)
—4y=3x-9 (y:—§x+2j 4 4
) 4 y-3=2(x+4)
5 3x+4y-9=0 y—3=-2x-8
(x,.3)=(a.b) 2x+y+5=0 (y=-2x-5)
9 = b’ . .
(x2,32) = (b:) b) Pisteet ovat (\/5,\/5) ja (—\/5,\/5)
y_y1:y2 yl(x x,) . .
X, =X Koska pisteiden y-koordinaatit ovat samat, on suora
y—b a —b(x_ a) vaakasuora. Siis suoran yhtilo on y = V3 (y—\/§ = O).
-a
y—b=a—_b(x—a) : .
—(a-b) ¢) Pisteet ovat (150, =100) ja (150,200).
y—b=—x+a Koska pisteiden x-koordinaatit ovat samat, on suora
X+y—a-b=0 (y=—x+a+b) pystysuora ja sen yhtild on x =150 (x—150=0).

Vastaus a) 5x+y+9=0b)3x+4y-9=0¢) x+y—-a—b=0 Vastaus  a) 2x+y+5=0 b) y=v3 ) x=150
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Origon kautta kulkevan suoran yhtilo on muotoa y = kx.

a) Suora ei ole pystysuora, joten suoran kulmakerroin on
suuntakulman tangentti.

k=tana a=0
k =tan(’
k=0
Suoran yhtilo on
y=0x
y=0 (x-akselin yhtil)
b) Suora ei ole pystysuora, joten suoran kulmakerroin on
suuntakulman tangentti.

k=tana ‘a:30°
k =tan30°
po L

3

Suoran yhtilo on

y:%x (x—\/§y=0)

c) Koska suora on pystysuora, ei suoralla ole kulmakerrointa.

Suoran yhtilo on
X=X, ‘ x,=0

x=0 (y-akselin yhtilo)

b)yzix c) x=0

V3

Vastaus a) y=0

sivu 153 o Péivitetty 19.2.2006
427
Piste (x,,,)=(1,-2)
a)
k=tanc ‘ a =45
k =tan45° ‘ tan45 =1
k=1

Suoran yhtilo on
y=yy=k(x-x,)

y+2=1-(x-1)
y+2=x-1
x—y-=3=0 (y=x-3)
b)
k =tana ‘ a=-45
k = tan(—45") ‘tan(—45°):—tan45° =-1
k=-1

Suoran yhtilo on
Y=X :k(x_xo)
y+2=-1-(x-1)
y+2=—x+1
x+y+1=0 (y=-x-1)
c) Koska suuntakulma o =0°, niin suora on vaakasuora ja sen
yhtdlo on muotoa y = y,. Siis suoran yhtdlo on y =-2.

Vastaus a) x—y-3=0 Db)x+y+1=0 ¢)y=-2
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428 II o =60°
Suoran piste on (-1,3).
Suoran ja x-akselin vélinen kulma on 60°, joten suoran Suoran kulmakerroin on & = tan60° = /3
o o+ spo Suoran yhtilo on
suuntakulma « on —60° tai 60°.
| I yoy=k(x=x) k=3B (x.20)=(-13)
~3=3(x+1)
4 % i
y=\V3x+3+3 (\/gx—y+3+\/§=0)
-1,3)
¢-1)3) |
R X Vastaus y:\/§x+3+\/§ (\/gx—y+3+\/§:O)
£ < S tai
y:—\/§x+3—\/§ (\/§x+y—3+\/§:O)
I a=-60°

Suoran kulmakerroin on k£ = tan (—60°) =—tan60° = —\/5
Suoran yhtlo on

Y= vy =k(x—x,) k=3, (x,,7,)=(~13)
y—3:—\/§(x+1)
y:—\/§x+3—\/§ (\/§x+y—3+x/§=0)
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429 Janan 4B pituus on
Olkoon A4 =(-2,4) ja suoralla oleva piste B=(x,y).
4B =52
. .. . . 2 2
Koska piste B on suoralla, niin y-koordinaatti saadaan suoran | AB|= \/ (x,—x) +(»,—n) (x,0)=(-2,4)
yhtélosta _
2x—y+3=0 (%5, 3,)=(x,2x+3)
y=2x+3 Sﬁ:\/(x—(—2))2+(2x+3—4)2
YA 572 =(x+2) +(2x—1)’ ()
- ——
)X (‘;L,L{> “ 1 /,’:Y —Y+3= A >0 >0
. J v 25-2=(x+2)" +(2x—1)°
S 50=x> +4x+4+4x> —dx+1
[\ 5x’=45 |5
1 1 \B(X_)?,x&-:{,\y x*=9
[ — _— e x =13
i 1 }(

Kun x =3, niin
y=2-34+3=9

Kun x =-3, niin
y=2-(-3)+3=-3

Siis piste B on (3,9) tai (-3,-3)

Vastaus  Suoralla olevat pisteet ovat (3,9) ja (-3,-3).
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430
a)
y=-2x+3
2x+y—-3=0
b)
=5
x=5=0
c)
“leid
4 3 2
6y=2x+3
2x—-6y+3=0
Vastaus a) 2x+y—-3=0

Analyyttinen geometria

b) x-5=0

tehtdvien ratkaisut

c) 2x—6y+3=0

sivu 156 e Paivitetty 19.2.2006
431
a)
3x+y-7=0
y==3x+7
b)
2x-9y+8=0
9y=-2x-8 |:(-9)
“2ysd
Y 9 9
c)
y— =
y:
d)
x+4=0
x=-4
2 8
Vastaus a) y=-3x+7 b)y:§x+6

c) y=6

d) x=—4
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432 c)
a) 6y="7
3+2x 7
Y= 4 y 5
3 1 : : .
Y= 1 + Ex Suora on x-akselin suuntainen, joten
2 tana =0
tana =k .
1 a=0
tana = —
2 d)
o =26,56.." =27 3+2x=0
2x=-3
b) 3
X=—-=
2x+3y+9=0
3y=-2x-9 Suora on y-akselin suuntainen, joten suoralla
__2..3 ei ole kulmakerrointa.
a 3 Koska suora on pystysuora, on suuntakulma o =90°.
k=-2
> 1
2 Vastaus a) k=—, a =27
tana = —5 2
2 .
o =-33,69.." = -34° b) k=—§, a=-34
c) k=0, a=0

d) ei kulmakerrointa, o = 90"
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433 434
Suora 7x—3y—-8=0 Olkoon 4=(18,-21), B=(-15,-6) ja C=(40,-31).
Pisteiden x-koordinaatit ovat erisuuret, joten 4, B ja C eivit ole
a) Sijoitetaan pisteen (—5,-9) koordinaatit suoran samalla pystysuoralla eivitki pareittain samalla pystysuoralla.
7x—3y—8=0 yhtil5on. Pisteet ovat samalla suoralla tdsmélleen silloin, kun pisteiden 4 ja
B seki A4 ja C kautta kulkevien suorien kulmakertoimet ovat
Yhtélon vasen puoli on ;gma't d Aia Bk tulk lulmakerroi
7.(=5)=3-(-9)—8=-35+27-8=-16 1steiden A ja 5 kautta kulkevan suoran kulmakerroin on
Yhtédlon oikea puoli on 0#—16 k=22 N (xl,y1)=A=(18,—21)
AB
Xy =X (xzvyz):B:(_159_6)

Siis piste ei ole suoralla. 3
_—6—(=21) _—6+21 15° 5

b) Sijoitetaan pisteen (5,9) koordinaatit suoran —15-18 =33  -33 11

7x -3y —8=0 yhtal6on. o _ .
Pisteiden A4 ja C kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

Yhtdlon vasen puoli on
7-5-3.9-8=35-27-8=0 =22
AC

Xy =X

(xl,yl) = A4=(18,-21)
(x,,¥,)=C=(40,-31)
_31-(=21) _ -31+21_ 10® 5

Siis piste on suoralla. To40-18 2 2 11

Yhtélon oikea puoli on 0.

Koska k,, =k ., ovat pisteet 4, B ja C samalla suoralla.
Vastaus  a) ei b) on

Vastaus ovat
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435 y,—y x =0, y=0
a)P—( 2 4) k:)cz—x1 X _ 1,23
= 37 3 2 | 2 > Va 5
3 0
Suora kulkee origon kautta, joten yhtidlo on muotoa y = kx. 5 3-2 6 6 . Sy
. k= =— =——#—, joten ei kulje
Koska suora kulkee my0s pisteen F, kautta, toteuttavat sen 1 0 5-1 55
2
koordinaatit x = —% ja y= —% yhtidlon y = kx.
Siis 6
_ﬂ:k(_gj Vastaus a) y=—x b)ei
5 3 .
4
5 43 6
=0 _*°2_0°
2 52 5
3
Suoran yhtilo on
6 .
y= gx | ratkaistu muoto

6x—-5y=0 \ yleinen muoto

13
0 2=(-33)

Lasketaan origon ja pisteen P, kautta kulkevan
suoran kulmakerroin.
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436

Suoran 2x+y—-3=0 eli y=-2x+3 kulmakerroin on k =-2.
Suoran suuntakulma saadaan yhtilosta

k=tanca ‘k:—Z
tana = -2
oa=-63,43.."

Olkoon suoran ja x-akselin vélinen kulma £ seki suoran ja y-
akselin vilinen kulma y.

\3)\

Kulma £ on

L=la|l=63,43.." ~63°

sivu 160 e Péivitetty 19.2.2006

Suorakulmaisesta kolmiosta saadaan

y=180"=90° — & S==63,43.
ristikulmat
=180"-90° - 63,43.."
=26,56..."
~27°

Vastaus  x-akselin 63° kulmassa ja
y-akselin 27° kulmassa
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Olkoon pisteen (1,—4) kautta kulkeva suora /, jonka

kulmakerroin k£ =tana = %

Tapa 1
Suoran yht&lo:

y—y(,:k(x—xo) ‘xo=l,y0=—4,k=

33
=—x———-4
Y=,
3]
2y 52
Y=,

Tutkitaan kulkeeko suora / pisteen (53,74) kautta.

Kun x =53, niin suoran yhtélostd saadaan

3 1
=2.53-5-=74
Y73 2

Suora / kulkee siis pisteen (53,74) kautta.

sivu 161 e Péivitetty 19.2.2006

Tapa 2
Lasketaan kulmakerroin suoralle, joka kulkee pisteiden
A4=(1,-4) ja B=(53,74) kautta.

4-74 78 3
S T3 i
B 1-53 52 2

Suora kulkee siis pisteen (53,74) kautta.

Vastaus on
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Suora
a’x—ay—8a—-7=0

tehtdvien ratkaisut

Piste (—3,—2a) on suoralla, joten pisteen koordinaatit toteuttavat

suoran yhtilon.

a’-(=3)—a(-2a)-8a-7=0
—3a’+2a*-8a-7=0

—a*-8a-7=0 ‘-(—1)
a’+8a+7=0
-8+ 417
2-1
| _8+6Y36
2
-8+6
a:
2

a=-7 tai a=-1

Vastaus a=-7 tat a=-1

sivu 162 e Péivitetty 19.2.2006

439
A=(1,-2), B=(-2,2) ja C=(-3,-1)

Sivun BC keskipiste olkoon D.

Xk:x1+x2:—2—3:_§ L B(_z{z‘)
2 2 2
yo+y, 2-1 1 b
_ 2 2 _ —__
i 2 2 2

Siis D = (—é,l)
22

Suoran / yhtilo on

5
42=-50m)
Y 7

Ty+14=-5x+5
S5x+7y+9=0

Vastaus 5x+7y+9=0
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440 b) Suora on laskeva, kun kulmakerroin on negatiivinen.
Esitetddn suoran yhtalo ratkaistussa muodossa. Edella olevasta kuvaajasta saadaan

Kx+hke—y+1=0 5
k"+k<0, kin —1<k<0
(k2+k)x—y+1:O

y= (K +k)x+1 c¢) Suora on vaakasuora, kun kulmakerroin on nolla.

2
Suoran kulmakerroin on k> + k.. k" +k=0
a) Suora on nouseva, jos kulmakerroin on positiivinen. k(k+1)=0
K +k>0 k=0 tai k=-1
Nollakohdat:
k> +k=0
k(k+1)=0 Vastaus a) k<—1 tai k>0
k=0 tai k=—1 b) —1<k<0
c) k=-1 tai k=0
Kuvaaja:
\ |
“'l.- "'1 I,"I -
___G) Q_____\)
- 1\\__ __//10 /k/

Siis K> +k>0, kun k<—1 tai k>0
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Koska x ilmoittaa fahrenheitasteet ja y celsiusasteet, saadaan
koordinaatiston pisteet (212,100) ja (32,0). Néiden pisteiden
kautta kulkevan suoran kulmakerroin on
poAY _ YN 0-100 _-100 _5
AX  x,—x;, 32-212 -180 9

Suoran yht&lo:

5
y—ylzk(x—xl) x1:32,y1:O,k:§
5
—0==(x-32)
YT Y
_5 160
Y797 g
5 7
=—x-17—
YT
Kun x =451, niin
y:§'451_17zz 2255_1602 2095 :2321
9 9 9 9 9 9

Siis 451°F = 232% °C

T . : : :
Vastaus y= §x - 175 , missd x on ldmpdtila fahrenheitasteina

ja y celsiusasteina.

451°F = 232% C

sivu 164 e
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Pisteet 4, B ja C eivit ole samalla pystysuoralla suoralla, silla
pisteiden B ja C x-koordinaatit ovat eri suuret.
Oletetaan, ettd —t =3 eli t#-3.

Merkitddn pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran kulmakerrointa
k .5 :1la ja pisteiden B ja C kautta kulkevan suoran kulmakerrointa
kye 114

_4-(t=5) —4-t+5  1-t _t-1

k = = Jt# -3

43 -3 —(t+3) t+3
_r—5—b4)_z—5+4_t_1

e 3-2 1

Pisteet ovat samalla suoralla, jos &k, =k, .

Saadaan yhtalo
Ll S |t#-3
t+3
t—1=t"—t+3t-3
t?+t-2=0
r,4iJf—44(—ﬂ
2-1
—1+3
1=
2
t=-2 tai t=1 kelpaavat
Vastaus ¢=-2 tair=1
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Olkoonsuora /: y=ax+b, a+#0 ja
suora s: y=cx+d, c#0.
Koska kulmakertoimet eroavat nollasta, k, =a#0 ja k,=c#0,

seka lisdksi x-akseli puolittaa suorien vilisen kulman, on toinen
suorista nouseva ja toinen laskeva.

Merkitiddn suoran / suuntakulmaa « :1la ja suoran s
suuntakulmaa £ :l1la. Olkoon nousevana suorana suora /.

[

Suuntakulmat toteuttavat ehdon

x-akseli puolittaa
a=- ) e
suorien vilisen kulman

Siis suorien kulmakertoimet ovat toistensa vastalukuja eli
k =a
k,=c

Suorien on lisdksi leikattava x-akselilla eli suorien on kuljettava
jonkin pisteen (x,,0) kautta.
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Saadaan yhtél6pari

O=ax,+b
O=cx,+d | sijoitetaan ¢ = —a
0= ax,+b

+|0=—ax,+d
0=0+b+d

b+d=0

d=-b

Vastaus c¢=-a ja d=-b
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Suora 3x—-2y =0 eli y:%x.

Olkoon B =(x,,,)

Analyyttinen geometria e

Koska piste B on suoralla 3x -2y =0, niin y, = %xo .

Pisteen B etdisyys origosta on

|0Bl=/x,” +y," = \/xoz +(

_ 1B 33

4 2 A

Toisaalta |OB| = g , joten

NEIRE
Sl
o[ =1

x, =%l

Koska x, on I
neljanneksessé, on

x, =1

_3
Yo >

3x...2 ::.0
‘g (y :..?.X

B(Ko, '30)

i a(e4)

sijoitus yhtaloon y = Ex

A

tehtdvien ratkaisut

de

sivu 166 e

Siis B = (1,11)
2

Suoran / yhtilo on

y=y =2 (x-x)
Xy =X
1 1;+;
+—= (x-3)
4 2 1-
1 2
o2 (x-3)
T
y+—=—x+3
2y+1=-2x+6
2x+2y—-5=0
Vastaus 2x+2y-5=0

Paivitetty 19.2.2006
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a) Suora y = %x +4 leikkaa y-akselin pisteessi (0,4).

. 3 .. . :
Koska kulmakerroin & = 5 niin x-koordinaatin muutosta

ax =2 vastaa y-koordinaatin muutos ay =3.

Siirtymélld pisteestd (0,4) kaksi yksikkdd oikealle ja kolme
yksikkod ylos saadaan suoran piste (2,7). Suora kulkee siis
pisteiden (0,4) ja (2,7) kautta.

b) Suora leikkaa y-akselin pisteessi (0,-3).
Koska y =-3 aina, on suora vaakasuora.

c) Maidritetddn suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet.

x=0: 0+4y+4=0
4y =—4

y=-1
Suora leikkaa y-akselin pisteessi (0,—1).

y=0:x+4-0+4=0
x=-4
Suora leikkaa x-akselin pisteessd (—4,0).
Suora kulkee siis pisteiden (0,—1) ja (—4,0) kautta.

d) Koska x =4 aina, on suora pystysuora.
Se leikkaa x-akselin pisteessé (4,0).

sivu 167 e
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445 Valitaan koordinaatistossa x-akselille pituusyksikoksi 500 ja
b) Suora/: 2x—5y=2000 y-akselille 100.

Kun x =0, niin
2-0-5y=2000
2x -5y = 2000

~5y =2000 |:(=5) Y
y=-400
Suora / leikkaa y-akselin pisteessd (0,—400).

Kun y =0, niin

2x—5-0=2000
2x=2000 |:2 100 ¢

o E=l00 500 X
Suora / leikkaa x-akselin pisteessd (1000,0).
Suora s: x+.4.1y—2OOO:O X + 4y 2000 = 0
Kun x=0, niin

0+ 4y —2000=0 /

4y =2000 |:4
=500

Suora s leikkaa y-akselin pisteessd (0,500).

Kun y =0, niin
x+4-0-2000=0

x=2000

Suora s leikkaa x-akselin pisteessd (2000,0).
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a)
2x+y=0

y=-2x

Analyyttinen geometria e

Koska suoran yhtdlé on muotoa y = kx, niin suora kulkee

origon kautta.

Suoran jokin toinen piste saadaan antamalla x:lle esimerkiksi
arvo x =—1. Talloin y=-2-(-1)=2.

Siis toinen piste on (—1,2)

b)
2y=-T-4x

7
= 2x—~
4 2

|:2

Maédritetddn kaksi suoran pistetta.

X y:—2x—Z (x,y)
0 —2-0—1——3l (0,—31)
2 2 2
2|11 (—2,%
2 2 2
©)
6x+3y=9
3y=9-6x :3
y=-2x+3

tehtdvien ratkaisut sivu 169 e

Paivitetty 19.2.2006

Suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet:

x=0: y=-2-0+3=3 eli piste (0,3)
y=0: 0=-2x+3
2x=3
x=1l eli piste (ll,Oj
2 2
AY
i
X
2
W
o

Vastaus  Suorat ovat yhdensuuntaiset.
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Koska tehtdvassd on annettu kidyrin tyyppi (suora), ei ole
valttimatonta esittdd suoran yhtilod ratkaistussa tai yleisessa
muodossa, silld suoran piirtdmiseen riittdé tuntea sen kaksi

pistetta.
Suoran yhtéld parametrimuodossa on
x=t-1
(t eR )
y=2t+4

Suoran piirtdmistd varten médritetdén sen kaksi pistetta.

Kun¢=0, niin x=-1 ja y=4 eli piste (-1,4)
Kunz=1, niin x=0 ja y=6 eli piste (0,6)

XJV

sivu 170 o Péivitetty 19.2.2006

Toinen tapa:
Madritetddn suoran yhtilo ratkaistussa muodossa eliminoimalla
parametri .

x=t-1
{y =2t+4
(D) [t=x+1 ‘ sijoitetaan alempaan yhtaloon
(2){y =2t+4
y=2(x+1)+4
y=2x+2+4
y=2x+6

Piirretddn suora saadun yhtilon y =2x+ 6 avulla.
Kun x =0, niin y =6 eli piste (0,6).
Kun y =0, niin x = -3 eli piste (-3,0).

'j' A
V0
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Koska tehtdvissa ei ole ilmoitettu kdyran tyyppid, ei kdyrda voida
piirtad antamalla #:1le arvoja.

Esitetddn parametrimuotoinen kiyran yhtilo yleisessda muodossa
eliminoimalla parametri ¢.

(1) (x=3t+2
(2){y:1—6t (reR)
(D x=3t+2
3t=x-2 |:3
1= ; 2 ‘ sijoitus yhtiloon (2)
yzl_g.x—2
3
y=1-2(x-2)
y=1-2x+4
2x+y—-5=0

Saatu yhtilo esittdd suoraa.
Lasketaan suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet.

o sivul7l e Péivitetty 19.2.2006

x=0: 2:-0+y-5=0
y=5 Piste (0,5)

y=0: 2x+0-5=0
2x=35

X = 2l Piste (21,0)
2 2
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a) Poistetaan itseisarvomerkit miaritelman mukaan.
y=[3x+6|
3x+6, kun 3x+6>0
:{—3x—6, kun 3x+6<0
3x+6, kun 3x>-6
B {—3x 6, kun 3x<-6
3x+6, kun x>-2
- {—3)6 -6, kun x<-2
1) Alue x <-2

Annetaan x:lle arvoja x < -2 ja lasketaan vastaavat y:n arvot.
Lisédksi annetaan x:lle arvo x =—2, mutta sitd vastaava piste ei
kuulu kuvaajaan y =-3x-6, x<-2.

x | y=-3x-6 (x,y)

-2 0 (-2,0)

-3 3 (-3,3)

—4 6 (—4,6)
2) Alue x>-2

Annetaan x:lle arvoja x > -2 ja lasketaan vastaavat y:n arvot
x | y=3x+6] (x,y)

-2 0 (-2,0)
-1 3 (-1,3)
0 6 (0,6)

sivu 172 o Péivitetty 19.2.2006

y=|3x+6]

'y

Y

>

1

b) Poistetaan itseisarvomerkit mééritelman mukaan.
y=x+[1-x
{x+1—x, kinl-x2>0

x—1+x, kunl—-x<0
B I, kunx<l1
- 2x—1, kunx>1

1) Alue x<1
Yhtdlon y =1 kuvaajana on puolisuora, jonka

paitepisteend on (1,1).



3)+2, kunx—3>0
—(x=3)]+2, kunx-3<0
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2) Alue x>1 y=—lx=3+2
A.nr}etgan x:lle arvoja, x >1, ja lasketaan yﬁlstaavat yin .arvot_. (e
Lisdksi annetaan x:lle arvo x =1, mutta sitd vastaava piste ei =
kuulu kuvaajaan y =2x—1, x> 1. {_[
x| y=2x-1](x,») -x+3+2, kunx=>3
1 1 (1,1) :{ x-3+2, kunx<3
2 3 (2,3) —x+5, kunx>3
3 5 (3,5) :{ x—1, kunx<3
y=x+|1-x| 1) Alue x <3
VA x | y=x-1 (x,y)
3 2 (3,2)
2 1 (2,1)
1 0 (1,0)
1 =2 -3 |(-2,-3)
Piste (3,2) ei kuulu kuvaajaan y = x -1, jossa x < 3.
1 > 2) Alue x>3
xX|y=—x+5 (x,y)
3 2 (3,2)
c) 4 1 (4,1)
lx—3l+y-2=0 5 0 (5,0)
y==h-3+2 71 2 |(7,-2)
Piste (3,2) k

Poistetaan itseisarvomerkit maaritelman mukaan.

uuluu kuvaajaan y =—x+35, jossax>3.
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L() A Kun y =0, niin
4x-5-046=0
4x=-6
11 6
X=——
—> 4
1 X 3
X=—=
2
Siis B=[ 2,0
[q::. —]X-ZP-*&'L s 5= 2’
Suorakulmaisen kolmion 4B0 kateetit ovat
6
450 0d=p=5
Olkoon origo O. OB =|x| = 313
Lasketaan suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet 4 ja B. R Y )
Kun x =0, niin Kolmion ala on
4.0-5y=0 6 3
6 \Z 1 2 2
Y== 3
6 : __A3
Siis A:(O,gj. 5.2.7
9
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Suora
kx+y+3=0
y=—kx-3, k#0
Jos k=0, et muodostu kolmiota.
Leikkauskohta x-akselilla:

y=0
0=—kx-3
kx =-3
xX= 3 A= (—E,Oj
k k
Leikkauskohta y-akselilla:
x=0
y=-3 B=(0,-3)

Kerroin £ voi olla negatiivinen tai positiivinen.

kaA ‘J/L

1"" ﬂ-L

tehtdvien ratkaisut

sivu 175 o Péivitetty 19.2.2006

Kolmion sivujen pituudet ovat

or-[3-o-
k k
OB =|-3-0|=|-3|=3

Kolmion OBA ala on 3, joten saadaan yhtdlo

-3
2
At
kLZ 3 13
2
A
Ikl _y 2
2
-
k
3,
k]
3
il ==
2
N
2
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[ hee 3 452
2 Suoran yhtilo ratkaistussa muodossa on
Suoran yhtélo on y=kx+b k=1
3
—5x+y+3=0 ‘-(—2) y=—x+b
3x-2y-6=0 Olkoon suoran ja x-akselin leikkauspiste A4.
II /’czé y=0: O=—x+b
x=b
Suoran yhtilo on
%x+y+3:0 -2 Siis 4=(b,0)
3x+2y+6=0 Olkoon suoran ja y-akselin leikkauspiste B.
x=0: y=0+b=>
Vastaus  3x+2y+6=0 tai 3x-2y—-6=0 Siis B=(0,b)

Koska b >0 tai b <0, saadaan kaksi tapausta:

"Lﬁ;\

Kummassakin tapauksessa OA =|b| ja OB =|b|
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Kolmion ala on

04-0B _|bl-lol _»*
2 2 2

Siis
2
b—:18
2
b* =36

b=16

Suoran yhtilo on
y=—x+6 tai y=—x—-6

(x+y-6=0 tai x+y+6=0)

Vastaus y=—-x+6 tai y=—x—-6

tehtdvien ratkaisut

sivu 177 e Péivitetty 19.2.2006
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A(O)-\’;k-r‘\)

B (%H0)

% N

Pisteen (3,1) kautta kulkevan suoran yhtils on
y-1=k(x-3) |k#0
y=kx-3k+1
Tapauksessa k =0 ei synny kolmiota.

Lasketaan suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet 4 ja B.

x=0: y=k-0-3k+1
y=-3k+1
Piste 4 on A=(0,-3k+1)

y=0: kx—3k+1=0
k-1

x—

k

Piste Bon B= (%,Oj
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Suorakulmaisen kolmion OBA kateetit ovat

OA=|-3k+1| ja OB= ‘%‘

Kolmion pinta-ala on , joten saadaan yhtalo

—| 3k + 1I‘3k l_s -2

(=3k + 1)(3kk 1)‘_12

9K +6k=1|_,
PR
~9k* + 6k 1
k

==12

—9k* + 6k —1
k
—9k* + 6k —1=12k
—9k* —6k-1=0
—(=6) £4/(=6)' —4:(-9) - (-1)
2:(-9)
6++/36-36

-18

=12 |-k, k=0

k:

k:

k=1
3

sivu 178 e Péivitetty 19.2.2006

It
—9k* + 6k —1
k
—9k> +18k—1=0
—18++/18 —4-(=9)-(-1)
2-(-9)
 —18++/324-36

—-18

_ —18++/288

—-18

-18++/144-2

-18

—18+1242

-18

—6(3+2v2)

-18

3422

3

=-12 |k, k=0

k=

k:

k:

k=

1 . 3+22
3

Vastaus k= —g tal k =
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Olkoon paine p ja syvyys s.

Paine on suoraan verrannollinen syvyyteen, joten

p=ks ‘k;tO,k on vakio
k=2 ‘pZI,S=1O
s
_1
10
a) —is b) —LS-l-l
P=To T
a) paini/har

FMNWPROOoON W

2040 60 80 syvyys/t;

b) pamflbar

HNWPEOON0W

20 40 60 80 syvyys/m
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Ratkaistaan yhtalo y:n suhteen.
ax+by+c=0

by=—ax—c

1) Jos b # 0, niin saadaan
a ¢
y=—7X—=—

b b
Tdma& suora on nouseva suora, jos a ja b ovat erimerkkiset.
Tama suora on laskeva suora, jos a ja b ovat samanmerkkiset.

— Jos ehdon b # 0 lisdksi a =0, niin saadaan vaakasuora suora
c
y=—-=
b

— Jos ehdon b #0 lisdksi a#0 ja ¢=0, saadaan origon kautta

kulkeva suora
a

=——X
ay
2) Jos b =0, niin saadaan
0-y=—ax—c
ax=—c
— Jos ehdon b =0 liséksi a # 0, niin saadaan pystysuora suora
x=—=
a
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— Jos ehdon b =0 lisdksi a =0, niin
0-x=—c

c=0
Talloin yhtdlo ax + by + ¢ =0 on aina tosi, joten yhtidlon

toteuttavat kaikki tason pisteet.

— Jos ehtojen 5=0 ja a =0 lisdksi c # 0, niin yhtilo
ax + by +c =0 on aina epétosi. Siis yhtilolla ei ole kuvaajaa.

Vastaus  Yhtilon kuvaaja on suora

y:—gx—g, kunb#0.
b b

Yhtélon kuvaaja on suora

x:—g, kun a#0 ja b=0.
a

Yhtdlolla ei ole kuvaajaa, kun a=0,b=0 ja ¢c#0.

Yhtélon kuvaaja on koko xy-taso, kun
a=0,b=0 ja c=0.

sivu 180 e
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