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Yhteiset pisteet saadaan ratkaisemalla suorien yhtidloiden
muodostama yhtélpari.

a)
2x—6y+3=0
-x+3y+2=0 -2

N 2x—6y+3=0
—-2x+6y+4=0

7=0 aina epatosi

Yhtéloparilla ei ole ratkaisua, joten suorilla e1 ole yhteisia
pisteita.

b)

(1) [6x+2y-12=0

(2)|y=-3x+6 ‘ Sijoitetaan yhtiloon (1).

6x+2(-3x+6)—-12=0
6x—6x+12-12=0

0=0 aina tosi

Suorat ovat sama suora, joten yhteisind pisteind ovat kaikki
suoran y =-3x+6 pisteet eli pisteet (x, ), missd
xelR ja y=-3x+6.
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Yhteiset pisteet voidaan esittdd my0s parametrimuodossa

{x” (reR).

y=-3t+6
c)

2x-3y-7=0 (=3)|-4

3x+4y-2=0 -2 -3
N —6x+9y+21=0 N 8x—12y-28=0
6x+8y —4=0 O9x+12y —-6=0
17y+17=0 17x -34=0
__7 p=2
T 17

Suorien yhteinen piste on (2,-1).

Vastaus  a) ei yhteisid pisteitd

b) xelR
y=-3x+6

¢) (2,-1)
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a)
Sijoitetaan yhtiloon (2).

(1) |y=-3x
(2) [14x+3y =500

14x+3-(=3x) =500
5x =500

x =100 Sijoitetaan yhtdlo6n (1).

y=-3x=-3-100=-300

x=100 : . .
, joten suorien yhteinen piste

Yhtiloparin ratkaisu on {
y=-30

on (100,-300).

b)
(1) [x—4y+1=0

1
2)|y==x-1
Y 4

x—4(lx—lj+120
4

x—x+4+1=0
5=0

Sijoitetaan yhtiloon (1).

aina epatosi

tehtdvien ratkaisut
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Yhtiloparilla ei ole ratkaisua, joten suorilla ei ole yhteisia pisteita.

c)

Sx+2y=3 1
1 1

2—x=1—- -2
2 2 4

Sx+2y=3

Sx=3-2y

Sx+2y=3

Sx+2y=3

Suorat ovat sama suora, joten yhteisia pisteitd ovat kaikki suoran
5x+ 2y =3 pisteet eli pisteet (x,y), missd xR ja
1 1
y=—2—x+1—.
2 2
Yhteiset pisteet voidaan esittdd myds parametrimuodossa

x=t

telR
y=—2lt+1— ( y )
2 2

Vastaus  a) (100,-300)
b) ei yhteisid pisteitd
xelR

C) 1 1
= D—x+1—
Y 2 2
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Suorien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtdloryhma

(D [2x—y+5=0
(2)sy=-3x
3)|x+y-2=0

Koska yhtélgitd on kolme ja muuttujia vain kaksi, muodostetaan
yhtdloryhma valitsemalla sithen esimerkiksi yhtdlot (1) ja (2).
Saadaan yhtélopari

y=-3x Sijoitetaan yhtdloon (1.

(1) {2x—y+5:O
(2)

2x—(=3x)+5=0
5x+5=0

x=-1 Sijoitetaan yhtiloon (2).
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my0s yhtilon (3).

Tarkistetaan toteuttaako saatu ratkaisu {

Yhtilén (3) x+y=2

vasen puoli on -1+3=2
oikea puoli on 2

X
Koska yhtdlo (3) toteutuu, on yhtdloryhmén ratkaisu { 3

joten suorat leikkaavat toisensa pisteessi (—1,3).

Vastaus  Leikkauspiste on (-1,3).
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Kolmion kérkipisteiden koordinaatit saadaan méérittimalla
suorien leikkauspisteet.

1) Suorien 6x+ y+19=0 ja y=-x+1 leikkauspiste saadaan
ratkaisemalla yhtélopari

(1) {6x+y+19:0
(2)

y=-x+1 Sijoitetaan yht&loon (1).

6x—x+1+19=0

5x+20=0
x=—4 Sijoitetaan yhtdloon (2).
y=—(-4)+1=5

Suorien leikkauspiste on (—4,5).

2) Suorien y =—-x+1 ja 3x—2y—8=0 leikkauspiste saadaan
ratkaisemalla yhtélopari

(2)[y=-x+1
(3) [3x—2y-8=0

Sijoitetaan yhtiloon (3).
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3x-2(-x+1)-8=0
3x+2x-2-8=0
5x-10=0

x=2 Sijoitetaan yhtiloon (2).

y=—2+1=-1
Suorien leikkauspiste on (2,-1).

3) Suorien 6x+ y+19=0 ja 3x—2y—8=0 leikkauspiste
saadaan ratkaisemalla yhtdlopari

(1) [6x+y+19=0 1 2
(3){3x—2y—8=0 (-2) ‘-1
+{ 6x +y+19=0 +{12x+2y+3820
—6x+4y+16=0 3x-2y —-8=0
5y+35=0 15x  +30=0
y==7 x=-2

Suorien leikkauspiste on (-2,-7).

Vastaus  Kolmion kérkipisteet ovat
(-4,5), (2,-1) ja (-2,-7).
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Madritetadn suorien leikkauspisteet.

1)
(D [y=2x-1 Sijoitetaan yhtalo6n (2).
(2)[x-—y=0
x—(2x-1)=0
x=2x+1=0
x=1 Sijoitetaan yhtiloon (1).
y=2-1-1=1

Suorien leikkauspiste on 4 =(1,1).

2)
(1) |y=2x-1
(3)|3x+y+6=0

‘ Sijoitetaan yhtildon (3).

3x+2x—-1+6=0

x=—"=-1 Sijoitetaan yhtdlo6n (1).

5
y=2-(-)-1=-3

Suorien leikkauspiste on B =(-1,-3).
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3)
2)[ x-y =0
+
(3) 3x+y+6=0
4x  +6=0
x=—§=—1l
4
1
—1——y=0
> y
1
——1=
4 2

1

Sijoitetaan yhtiloon (2).

Suorien leikkauspiste on C = (—1—,—1%).

2

Piirretdéin mallikuva, jossa kolmion ABC ympdrille on piirretty

suorakulmio AFED.

Kolmion ABC ala saadaan vdhentdamalla suorakulmion AFED
alasta suorakulmaisten kolmioiden CEB, BDA ja AFC alat.
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Sivun DA pituus on
D4 :‘Ay‘ :‘yA _yD‘ :|1_(_3)| =4

Sivun ED pituus on
1
|EDI=axl =[x, —x, | = ‘1 _(_1_j ‘ oL
Vastaavasti saadaan

|4F| = |EDI :2%

1 1
FCl= =l-|-1=||=2=
= ‘Ay‘ ( 2)‘ 2

1 1
CEl=|ay|=|-1==(=3)|=1=
ICE| =|ay)| > ﬂ :

1 1
|EB| = ax| = _1__(_1)‘:_
2 2

|BD| =|ax|=|-1-1|=2

Kolmion ABC ala on
Aypc = Ayrep — Aces — Aspa — Aurc
R
:4_2__2 2 2 2
2 2 2 2
:10—2—4—§:6—§:2l
8 8 8 2

Vastaus  Kolmion ala on 2%.

tehtdvien ratkaisut

e sivuilg86 e Péivitetty 7.5.2006
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Pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

_ﬂ_3—(—2)_§
k_Ax_4—(—3)_7

ja suoran yhtilo on

Y=Y :k(x_xo)

y+2:%(x+3)

5
(0o30) = (-32), k=3

Pisteiden C ja D kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

Ay 7—6

ax 3-(=5) 8

ja suoran yhtilo on
Y=Xo =k(x—x0)

1
—6=—(x+53)
YTPTY
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Suorien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtilopari 507
Piirretaan mallikuva, jossa on piirrettynd nelikulmion ABCD
1) |y= S Y4 1 Sijoitetaan yhtilodn (1). lavistdjét ja nelikulmion ympérille piirretty suorakulmio EFGH.
7 7
()| y=tx+62
8 8 Iy ,s)% A c(3)5)
§x+l:lx+6§ %(Fr"“ - — ﬁF("! 5)
7 7 8 8 | |
8) 7 7 8) |
S L8 L D (-23)
7 8 8 7 |
y,0
33x =363 ; X Eb
x
xX= 33633 11 ‘ Sijoitetaan yhtiloon (2). :
y:l.11+6§:E+5_3:ﬁ:8 (ae'(-:’f-%) A(“;-%) E(“',"ﬂ
8 8 8 8 8

Suorat leikkaavat pisteessi (11,8).

Lavistdjien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla suorien

Vastaus ~ Suorien leikkauspiste on (11,8). [, ja lgy yhtdloiden muodostama yhtalopari.
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Maédritetdédn suorien [, ja [z, yhtilot. Ratkaistaan yhtilopari
1) Suoran /.~ kulmakerroin on Q) [¥= 4x -7 Sijoitetaan yht&loon (1).
1
kAc:ﬂzs ( 3):4 (2) y:—§x+2
AX 3-1
Suoran yhtilo on 1
dx—-T=—=x+2
y_yozk(x_XO) ‘(xosyo):(395)s k=4 2
y-5=4(x-3) 4lx:9
y=4x-17 2
x=2 Sijoitetaan yhtiloon (1).
2) Suoran /y;, kulmakerroin on
_ay _3-0 1 y=4-2-7=1

k = =
Bb = x 2-4 2

e Lévistijien leikkauspiste on siis (2,1).
Suoran yhtilo on

1 Nelikulmion ABCD ala saadaan vihentdmalld suorakulmion
Y=Y =k(x=x) (%0, 70) =(4,0), k= ) EFGH alasta suorakulmaisten kolmioiden AEB, BFC, CGD ja
. DHA alat.

y-0= _E(x ~4) Maéiritetddn sivujen pituudet.

y:_%ﬁz |HE| =|ax|=|4—(=2)| =6
|EF|=|ay|=]5-(=3)|=8
|AE| =|ax| =14 -1 =3
|EB|=|ay|=]0-(-3)|=3
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|BF|=|ay|=I5-01=5 508
|FC|=|ax|=3-4|=1 Piirretdéin mallikuva, jossa Onnela valitaan koordinaatiston
GCl =|ax] =3 - (=2)| = 5 origoksi ja ruudun sivu vastaa yhté kilometria.

=|A = —\— =
IDG|=|ay|=[5-3|=2
|HD| =|ay| =13 -(-3)|=6

K (3,1)
|HA = |ax| =[1 - (-2)| =3 3 X
Nelikulmion ABCD ala on
Aypep = Agron = Aas = Apre = Acop — Apna N ( 6 '1)
:6-8—3'3—5'1—5'2—6.3
2 2 2 2
_ 43 41 3 21 _5_9-97 Maar1t§taan pls.telden“L}a K seka pisteiden O ja N kautta
) kulkevien suorien yht&lot.
Suoran /,, kulmakerroin on
Vastaus  Nelikulmion ldvistéjien leikkauspiste on (2,1) ja poAY _ 1-(-3) B
pinta-ala on 27. Cax 3-(-D
Suoran yhtlo on
y_yo:k(x_ﬁﬂ ‘(N@%):(_L%ﬂ,kzl

y+3=x+1
y=x-2
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Suoran /,,, yhtdlo on muotoa 5 ) 5

—X = —

3

y= kx X, )V)= 69_4 ..
‘ (x.v)=( ) X= 0. 1l ‘ Sijoitetaan yhtiloon (1),
—4=k-6 5 5
__2

3 1 4
=l--2=——
4 5 5

Siis suoran yhtilo on

: : : : 1 4) . .
Suorien [/, ja [,y leikkauspiste on (lg,—g} joten origosta on

2
y=--x

3 . 1 . . .4
kuljettava 1; =1,2 ruutua oikealle ja sitten 3 = 0,8 ruutua alas.

Polut leikkaavat suorien /,, ja [, leikkauspisteessa.

Madiritetddn leikkauspisteen koordinaatit ratkaisemalla suorien

yhtildiden muodostama yhtilopari. Vastaus  Polut leikkaavat toisensa pisteessd, joka on Onnelasta

1,2 km itdén ja sitten 0,8 km pohjoiseen.

1) |y=x-2 Sijoitetaan yhtdloon (2).
2
2) | y=—7X
(2)|y=-3
x—2=—zx
3
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509 Janan BC keskipisteen koordinaatit ovat
Piirretddn mallikuva.
Xp+xo. 8412
X = = = 5
y 2 2
L(y y:yB+yC:—3+3:O
2 2

g,

Siis piste £ =(5,0).
N

Janan AC keskipisteen koordinaatit ovat

e Xy+xo —1+2 21
AG-d D B(-8,-3) 22 2
y:yA + Ve :—3+3 _0
Lq 2 2
Madéritetddn kolmion sivujen AB, BC ja AC Siis piste F — 1 0
keskipisteet D, E ja F. us piste /= >0

Janan AB keskipisteen koordinaatit ovat

Madritetadn pisteiden 4 ja E, B ja F sekd C ja D kautta kulkevien

coXatxp —1+48 o1 suorien /,, I, ja I, yhtilot.
2 2 2

y:yA+yB :—3+(—3):_3
2 2

Siis piste D = (3%,—3) .
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Kulmakertoimet ovat

LAy _wmve _S3-0_1
AE T T 7 = =
AX  XxX,—Xxp; —1-5 2
k _Ay _Yp—yp _3-0_ 2
BF = _ 7 = 1 5

k _ﬂ:yC_yD:3_(_3):_4

CD —

Suorien yhtdlot ovat
1
l, : y—03):50w4—0)

+3=—x+—
4 22

2y+6=x+1
x—=2y-5=0
L: y-(-3)=-=(x-8)

Sy+15=-2x+16
2x+5y—-1=0

1

Y=V =k(x—x0)

) (xo»)’O) = (_13_3)

1
2
-2
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Y=y, =k(x—x
I, : y—3=-4(x-2) o =k(x=x)
k=-4, (xo,yo):(2,3)
y—=3=—4x+38
4x+y—-11=0

Mediaanien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla suorien
yhtidloiden muodostama yhtialoryhma.

(D[ x-2y-5=0 ‘-02) ‘-5
(2)42x+5y-1=0 -1 %)
(3) |4x+y—-11=0
—2x+4y+10=0 5x—-10y—-25=0
+{ 2x+5y—- 1=0 +{4x+10y— 2=0
9y +9=0 9x  -27=0
y=-1 x=3

x=3

Tarkistetaan, toteuttaako saatu ratkaisu { . myos yhtdlon (3).



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut e sivu 193 e Paivitetty 7.5.2006

Yhtilon (3) 4x+y—-11=0 510 Y
Piirretddn mallikuva. A
vasen puolion 4-3—-1-11=0 o
oikea puoli on 0 Kulmanpuolittajaa _ .
jatkamalla saadaan L& 3
=3 suora s, jonka 4s19
Yhtidloryhmén ratkaisu on siis {y _ joten mediaanien suuntakulma on 45°.

Suoran s kulmakerroin on
leikkauspiste on (3,—1).

k=tan45" =1. )
Huomautus:
Olisi riittdnyt tarkastella vain kahta mediaania, silld kolmion
kaikki mediaanit leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

Suora s kulkee origon ‘
kautta, joten sen yhtdlo on

y=x.

A+ alaﬁ- 12=0

Suorien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtéalopari

Vastaus ~ Mediaanien leikkauspiste on (3,-1). (D) [3x+2y+12=0
(2)|y=x Sijoitetaan yhtiloon (1).
3x+2x+12=0
S5x+12=0
x= —% = —2% Sijoitetaan yhtiloon (2).
2
- 2%
4 5

Vastaus  Pisteessa (—2%,—2%)
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Suoraparven yhteinen piste toteuttaa suoraparven kaikkien
suorien yhtalot.

Tapa 1

Suoraparven suorien yhteinen piste on suoraparven kahden
mielivaltaisen suoran leikkauspiste.

Valitaan suoraparvesta kaksi suoraa ja lasketaan niiden
leikkauspiste.

Kun k£ =0, saadaan suora -4y +1=0 eli yzi.

Kun k£ =1, saadaan suora 4x—-4y+3=0 eli y=x+%.

Suorien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtilopari

(1) y=i Sijoitetaan yhtdlo6n (2).
3
(2)|y=x+=
4 4
1 3
_:x+_
4 4
1 3 1
X=——=—
4 4 2

Leikkauspiste on (—l,l)
24
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On vield osoitettava, ettd suoraparven kaikki suorat kulkevat

: 11 . . 11
pisteen | ——,— |, kautta. Osoitetaan, etté pisteen | ——,—
2°4 24

koordinaatit toteuttavat suoraparven yhtalon kaikilla parametrin

k arvoilla.
Kun x = —% jay= % suoraparven yhtilon
vasen puoli on 4-k-(—%)—4-%+2k+1
=2k—-1+2k+1=0

oikea puoli on 0

oy o 11
Kaikki parven suorat kulkevat siis pisteen (_E’Zj kautta.

Tapa 2
Muunnetaan suoraparven yhtdlé muotoon, jossa havaitaan
sellainen piste (x,y), joka toteuttaa suoraparven yhtdlén

parametrin k arvosta riippumatta.

4kx—4y+2k+1=0
4kx+2k+1-4y =0
2k(2x+1)+(1-4y)=0

Yhtilo toteutuu kaikilla parametrin k arvoilla vain, kun
2x+1=0 ja 1-4y=0 eli x:—% ja y:i.
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Tapa 3
Kun suoran kulmakerroin on & ja suora kulkee pisteen (xo , yo)

kautta, sen yhtilé on y — y, = k(x — X, ). Muunnetaan
suoraparven yhtalo tdhan muotoon.

4kx -4y +2k+1=0

—4y+1=—4ke -2k |:(~4)
1 k
__:kx+_
Y73 2

1 1
__:k + —
7y (x 2)

Suoraparven suorat kulkevat siis pisteen (—%,%) kautta.

. 11
Vastaus  Suoraparven suorat kulkevat pisteen (—E,Zj kautta.
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Tapa 1

Todistus

Jos parven suorilla on yhteinen piste, niin se on valttamatta
suoraparven kahden mielivaltaisen suoran leikkauspiste. Valitaan
suoraparvesta kaksi suoraa ja lasketaan niiden leikkauspiste.
Todistetaan lopuksi, ettd kaikki parven suorat kulkevat tdiméan
pisteen kautta.

Kun a =0, saadaan suora y=0-x—-6-0+5 eli y=5.
Kun a =1, saadaansuora y=2-1-x—-6-1+5 eli y=2x-1.

Suorien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtilopari.

(1D [y=5
(2)

Sijoitetaan yhtiloon (2).
y=2x-1

5=2x-1eli x=3
Leikkauspiste on (3,5).

On vield osoitettava, ettd suoraparven kaikki suorat kulkevat
pisteen (3,5) kautta. Osoitetaan siis, etté pisteen (3,5)

koordinaatit toteuttavat suoraparven yhtélon kaikilla
parametrin a arvoilla.



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdavien ratkaisut

Kun x=3 ja y =35, suoraparven yhtilon

vasen puolion 5 ja
oikea puolion 2-a-3—-6a+5=5.

Kaikki suorat kulkevat siis pisteen (3,5) kautta. .

Tapa 2

Todistus
Muunnetaan suoraparven yhtdlé muotoon, josta havaitaan
sellainen piste (x,y), joka toteuttaa suoraparven yhtélén

parametrin @ arvosta riippumatta.

y=2ax—-6a+5
2ax—6a+5-y=0
a(2x-6)+(5-y)=0

Yhtilo toteutuu kaikilla parametrin a arvoilla, kun
2x—6=0ja 5—y=0-¢eh x=3 ja y=5.

Piste (3,5) toteuttaa siis suoraparven yhtilén parametrin a

arvosta riippumatta, joten kaikki parven suorat kulkevat pisteen
(3,5) kautta. -
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Tapa 3

Todistus
Yhtdlo y -y, = k(x — xo) esittdd aina suoraa, jonka kulmakerroin

on k ja joka kulkee pisteen (xo, yo) kautta.

Muunnetaan suoraparven yhtilo tdhin muotoon.

y=2ax—-6a+35
y—5=2ax—-6a
y—5=2a(x-3) ‘y—yozk(x—xo)

Yhtilo esittdd suoraa, jonka kulmakerroin on aina 2a ja joka
kulkee pisteen (3,5) kautta. Koska piste (3,5) ei riipu parametrin

a arvosta, kaikki suoraparven suorat kulkevat saman pisteen
kautta.

513

Suorien yhteiset pisteet saadaan ratkaisemalla suorien yhtiloiden
muodostama yhtilopari.

(1) [ax+y=5
+(2){

(a+1)x =5+5a

xX—y=35a

(a+1), a=-1.
Tapaus a =—-1

on tutkittava erikseen.
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S5+35a
X =

a+1

5(1+a)
X =

a+1
x=5 | Sijoitetaan yhtiloon (1).

a-S+y=>5

y=5-35a

1) Jos a # —1, suorilla on siis vain yksi yhteinen piste.

2) Jos a =—1, niin alkuperiisistd yhtiloistd saadaan yhtélopari

-x+y=35
+ Ty
x—y=-5
0=0 aina tosi

Siis suorat yhtyvit, eli niilld on vahintdan kaksi
yhteisti pistetta.

Suorilla on siis kaikilla vakion a arvoilla vihintdan yksi yhteinen

piste.

a) el milldén vakion a arvolla
b) a#-1
c)a=-1

Vastaus
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514
Piirretdan tilanteesta mallikuva.

3

Suorakulmaisesta kolmiosta K4AR saadaan

AR ana23 | 4=(x,0)
KA

y-0 .
=tan42,3
x—(-1)

y=tan42,3’ (x+1)

Vastaavasti suorakulmaisesta kolmiosta £BR saadaan
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BR =tan58,4°
EB

y—(=1)
x—0
y=tan58,4° - x—1

‘B:(x,—l)

=tan58,4°

Suorien leikkauspiste R saadaan suorien yhtiloiden
muodostaman yhtéloparin ratkaisuna.

(1) |y=tan42,3° -(x+1)
(2) |y =tan58,4° - x -1

tan42,3° -(x+1)=tan58,4° - x -1
tan42,3° - x +tan42,3" =tan58,4° - x —1
x(tan42,3° — tan 58,4° ) = —tan 42,3° — 1

_ —tan42,3" -1

T and2.3 — tans8.4°
=2,66918...
~2,67(km)

Sijoittamalla muuttujan x arvo yhtdl6on (2) saadaan

y=tan58,4" - x—1
=3,33870... ~ 3,34 (km)

| x=2,66918...

‘ Sijoitetaan yhtdloon (2).
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x~2,67

Leikkauspisteen koordinaattien likiarvot ovat { 334
y =9,

joten rajapyykki sijaitsee likimain pisteessd (2,67;3,34).

b) Ketse kulkee matkan

KR =\/(x—(—1))2 +(y-0)’ =\/(x+1)2 ry

nopeudella 5 km/h, joten hin kayttda rajapyykille kulkemiseen

ajan (yksikkona tunti)

KRl NG+ D 42

5 5
~ 0,992 (h)

x~2,67 (km)
y ~ 3,34 (km)

K

Vastaavasti Eemeliltd kuluu matkaan ER aika

- |ER] B x? +()’+ 1)2 x~2,67 (km)
Fog 8 y~3,34 (km)
~ 0,637 (h)

Koska ¢, <t , ehtii Eemeli rajapyykille ennen Ketsed.

Vastaus  a) Rajapyykki on likimain pisteessi (2,67;3,34).

b) Eemeli on ensin perilla.
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515 b) Piirretdan mallikuva
Maédritetddn pisteet, joissa suora x+2y —3 =0 leikkaa YA
koordinaattiakselit.

1) Suoran ja x-akselin leikkauspiste

g =hx
Kun y=0,niin x+2-0-3=0 eli x=3.
Leikkauspiste on siis 4 =(3,0).

SN g

2) Suoran ja y-akselin leikkauspiste ¥+2y-3=0

Kun x=0,niin 0+2y-3=0 eli y:%'

Leikkauspiste on siis B = (O,%). 04| =|ax|=13-1

3 3
081=or| =20 =2
a) Piirretddn mallikuva. 2 2

Kolmion OAB ala on
N
4 =22
04B 5 4

Kolmion OAP ala on puolet kolmion OA4B alasta, joten
madritetddn suorien y =kx ja x+2y—3=0 leikkauspisteen

: : o : Py-k inaatti, jok kolmion OAP korkeus.
Kolmio OA4B on suorakulmainen kolmio, joten suurin y-koordinaatti, joka on kolmion orieus

kulma on 90°.
Suoran kulman puolittavan suoran yhtilé on muotoa y = kx,

missd k£ =tan45° =1. Suoran yhtal6 on siis y = x.
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tehtdvien ratkaisut

Leikkauspiste P saadaan ratkaisemalla yhtdlopari.

(1) {x+2y—3:O
(2) |y =kx

x+2kx-3=0
(1+2k)x=3
3
x:
1+ 2k
' 3 3k
1+2k 1+2k

y=k

3 3k

Leikkauspiste on siis P = ( ,
1+2k 142k

Kolmion OAP kanta on 3 ja korkeus on

1 3k
A =—.3.
O4F = T 142k

)

‘ Sijoitetaan yhtiloon (1).

|:(1+2k)( 0, koska k > 0)

‘ Sijoitetaan yhtiloon (2).

, joten
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Saadaan yhtalo

AOAP = AOAB

3k
1+
3

2
ko2 4

3.
2

W N —= N~

2
k
142k 4
12k =3(1+2k)
12k =3+ 6k
6k =3
1

==
2

.. 1
Suoran yhtilo on siis y = Ex

1
Vastaus a) y=x b)y:Ex

AOAB =

O

N
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Viite. Suora (C? +1)x— C?y + C* —1=0 kulkee vakion C
kaikilla arvoilla saman pisteen kautta.

Tapa 1

Todistus.

Valitaan suoraparvesta kaksi suoraa ja lasketaan niiden
leikkauspiste. Todistetaan lopuksi, ettd kaikki parven suorat
kulkevat timén pisteen kautta.

Kun C =0, saadaan suora

(0> +1)x-0*y+0>-1=0
x—1=0
x=1
Kun C =1, saadaan suora
(P+D)x-1Py+12=1=0
2x—y=0
y=2x
Suorien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtilopari.

(1 [x=1
(2) | y=2x

y=2.1=2

Sijoitetaan yhtiloon (2).

tehtdvien ratkaisut
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Osoitetaan, ettd kaikki suorat kulkevat pisteen (1,2) kautta.
Kun x=1 ja y =2, suoraparven yhtilon

(C?+1)1-C?-2+C* -1
=C*+1-2C*+C?* -1
=0

vasen puoli on

oikea puoli on 0

Siis kaikki suorat kulkevat pisteen (1,2) kautta.

Tapa 2

Todistus
Muunnetaan suoraparven yhtilé muotoon, josta havaitaan
sellainen piste (x,y), joka toteuttaa suoraparven yhtélén

parametrin C arvosta riippumatta.

(C?+1)x-C*y+C*-1=0
Cx+x-C*y+C*-1=0
C*(x-y+1)+(x-1=0

Yhtilo toteutuu kaikilla parametrin C arvoilla, kun
x—y+1=0ja x-1=0

eli y=x+1ja x=1

eli y=2ja x=1
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Piste (1,2) toteuttaa siis suoraparven yhtélon parametrin C

arvosta riippumatta, joten kaikki parven suorat kulkevat pisteen
(1,2) kautta.

Tapa 3

Todistus
Yhtdlo y -y, = k(x — xo) esittdd aina suoraa, jonka

kulmakerroin on k ja joka kulkee pisteen (x,,y, ) kautta.
Muunnetaan suoraparven yhtilo tdhin muotoon.
(C?+1)x-C*y+C*-1=0
Cly-c*=(C?+1)x-1 |- c?
C*y-20?=(C*+1)x-C?-1
C’y-20*=(c*+1)x-(c*+1)

:C?, C* #0.
Tapaus C =0

C?y-2C*=(C? +1)(x-1)

(CZ + 1) tutkitaan erikseen.

(=1, C#0

y-2=
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Cc?+1) .

Yhtilo esittdd suoraa, jonka kulmakerroin on aina s ja

joka kulkee pisteen (1,2) kautta.

Koska piste (1,2) ei riipu parametrin C (C #0) arvosta, kaikki
suoraparven suorat kulkevat saman pisteen kautta.

Jos C =0, suoraparven yhtilo saa muodon

(0> +1D)x-0*y+0*>-1=0
x—1=0

x=1
eli pisteen (1,2) kautta kulkeva pystysuora suora.

Taten kaikki suoraparven suorat kulkevat saman pisteen kautta

Vastaus  Piste on (1,2).
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Annetaan kulmakertoimelle &£ esimerkiksi arvot
1 I .
k=-2,k=——, k=— ja k=1.
3 2
Vastaavat suorien yhtilot ovat

y==-2x+1, y:—%x+1, y=%x+1 ja y=x+1.

Muunnetaan suoraparven yhtilé y = kx +1 muotoon

Y= =k(x—x0)

yv=hkx+1
y—1=kx
y—1=k(x-0) | (x0570) = (0,1)

Suorat kulkevat siis pisteen (0,1) kautta kulmakertoimen &

arvosta riippumatta. Kun kulmakerroin saa kaikki reaaliarvot,
saadaan kaikki pisteen (0,1) kautta kulkevat suorat lukuun

ottamatta suoraa x =0, silld pystysuoralla suoralla ei ole
kulmakerrointa.

Vastaus  Suorat kulkevat pisteen (0,1) kautta.

Suora x =0 ei kuulu suoraparveen.
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Tapa 1

Todistus
Jos parven suorilla on yhteinen piste, niin se on véalttimatta

suoraparven kahden mielivaltaisen suoran leikkauspiste. Valitaan

suoraparvesta kaksi suoraa ja lasketaan niiden leikkauspiste.
Todistetaan lopuksi, ettd kaikki parven suorat kulkevat timéin
pisteen kautta.

Kun a =0, saadaansuora —x—y=0 eli y=—x.
Kun a=1, saadaansuora x—x—y—y=0 el
-2y=0 ¢l y=0.

Suorien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtilopari.

(1) [y=—x

(2){ y=0 | Sijoitetaan yhtiloon (1).
0=—x
x=0

Leikkauspiste on (0,0).

On vield osoitettava, ettd suoraparven kaikki suorat kulkevat
pisteen (0,0) kautta. Osoitetaan siis, etti pisteen (0,0)

koordinaatit toteuttavat suoraparven yhtélon kaikilla
parametrin a arvoilla.
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Kun x=0 ja y =0, suoraparven yhtdlon

vasen puoli on a*>-0-0—a>-0-0=0 ja
oikea puoli on 0

Kaikki suorat kulkevat siis pisteen (0,0) kautta.

Tapa 2

Todistus
Muunnetaan suoraparven yhtdld muotoon, josta havaitaan
sellainen piste (x,y), joka toteuttaa suoraparven yhtélon

parametrin @ arvosta riippumatta.

a’x—x—a’y—y=0
a’x—a*y—-x—y=0

az(x—y)—(x+y):O
Yhtilo toteutuu kaikilla parametrin @ arvoilla, kun

x—y=0ja x+y=0
eli x=y ja x=—y
eli x=y=0.

Piste (0,0) toteuttaa siis suoraparven yhtilén parametrin a

arvosta riippumatta, joten kaikki parven suorat kulkevat pisteen

3,5) kautta.
(35) kautia.
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Tapa 3

Todistus
Yhtdlo y -y, = k(x — xo) esittdd aina suoraa, jonka kulmakerroin

on k ja joka kulkee pisteen (xo, yo) kautta.
Muunnetaan suoraparven yhtilo tdhin muotoon.

a’x—x—-a’y—y=0

a’y+y=a’x—x

(a2+1)y=(a2—1)x ‘:(a2+1)>0
_az—lx
d a’ +1
a’ -1
y—O:a2+1(x—O) ‘y—yozk(x—xo)

2

la e : : .a
Yhtélo esittdd suoraa, jonka kulmakerroin on aina — 1
a” +

kulkee pisteen (0,0) kautta. Koska piste (0,0) ei riipu parametrin

jajoka

a arvosta, kaikki suoraparven suorat kulkevat saman pisteen
kautta.
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Suoran kulmakerroin on ——.
a +1 Tapa 1

Kulmakerroin on aina olemassa, silld a” +1# 0 kaikilla .
parametrin a arvoilla. Suoraparvessa ei siis ole pystysuoria Todistus . . _ -
suoria. Jos parven suorilla on yhteinen piste, niin se on vélttimatta
Vaakasuora suora saadaan kulmakertoimen arvolla 0, joten suoraparven kahden mielivaltaisen suoran leikkauspiste. Valitaan
suoraparveen kuuluu vaakasuora suora y =0 eli x-akseli. suoraparvesta kaksi suoraa ja lasketaan niiden leikkauspiste.

Todistetaan lopuksi, ettd kaikki parven suorat kulkevat tdiman
pisteen kautta.

Kun k£ =0, saadaan suora
Vastaus  Suoraparveen kuuluu vaakasuora suora, mutta ei '
pystysuoria suoria. (3 +2- O)X + (0 - 2)y —-8-0-5=0eli 3x— 2y -5=0.
Kun k£ =1, saadaan suora
B+2-Dx+(1-2)y-8-1-5=0c¢li 5x—y—-13=0.
Suorien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtéalopari.

3x-2y-5=0
Sx—-y—-13=0

1 .5
(=2)]-(=3)

+{ 3x =2y-5=0 +{ I15x-10y-25=0
—10x+2y+26=0 —15x +3y+39=0
—Tx +21=0 -7y +14=0
x=3 y=2

Leikkauspiste on (3,2).
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On viela osoitettava, ettd suoraparven kaikki suorat kulkevat
pisteen (3,2) kautta. Osoitetaan siis, etté pisteen (3,2)

koordinaatit toteuttavat suoraparven yhtélon kaikilla
parametrin k£ arvoilla.

Kun x=3 ja y =2, suoraparven yhtilon

(3+2k)-3+(k-2)-2—-8k-5
—9+6k+2k—4-8k-5=0

vasen puoli on

oikea puoli on 0

Kaikki suorat kulkevat siis pisteen (3,2) kautta. -

Tapa 2

Todistus
Muunnetaan suoraparven yhtidlé muotoon, josta havaitaan
sellainen piste (x,y), joka toteuttaa suoraparven yhtélon

parametrin & arvosta riippumatta.

G+2k)x+(k-2)y-8k-5=0

3x+ 2+ ky—2y -8k —5=0
(2kx +ky —8k)+(3x—2y-5)=0
(2x+y-8)-k+(3x-2y-5)=0

Yhtalo toteutuu kaikilla parametrin £ arvoilla, kun
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2x+y—-8=0 2 [-(=3)
3x-2y-5=0 1 ]2

{4x+2y—16:O {—6x—3y+2420
+

+
3x-2y =5=0 6x—4y—-10=0
Tx -21=0 -7y+14=0
x=3 y=2

Piste (3,2) toteuttaa siis suoraparven yhtlon parametrin &

arvosta riippumatta, joten kaikki parven suorat kulkevat pisteen
(3,2) kautta.
O

Muunnetaan suoraparven yhtilo muotoon y=kx+5b.

(3+2k)x+(k—2)y—8k-5=0

(k=2)k#2
Tapaus k£ =2 on

(k=2)y=—C3+2k)x+8k+5

tutkittava erikseen.

3+2k 8k +5
+

T T2 T k2

Jos k # 2, niin suoralla on kulmakerroin, joten suora ei voi silloin
olla pystysuora.
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Jos k=2 , suoraparven yhtdlé saa muodon

(3+2-2)x+(2-2)y-8-2-5=0

Tx—-16-5=0
Tx=21
x=3

eli saatiin pisteen (3,2) kautta kulkeva pystysuora suora.

Vastaus  Pystysuora suora on mukana parvessa.
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Suorien yhteiset pisteet saadaan ratkaisemalla suorien yhtidloiden

muodostama yhtalopari.

(1) [-4x+ay=2 -1
(2) |lax—y=1 ca, a#0.
Tapaus a =0
tutkittava erikseen.
{—4x +ay=2
+ 2
ax—ay=a

a’x—4x=a+2

(a>-4)x=a+2 :(a2—4),a¢i2.
Tapaus a==x2 on

tutkittava erikseen.

o a+?2
a’ -4
a+?2
x:
(a+2)(a=2)
X = ,a#z0, azx2

a_
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- 1
Sijoitetaan x = — yhtdloon (2).
a p—

a —y=1
a—2 4
a
= -1
4 a—2
_a—l(a—Z)_a—a+2_ 2
a—2 a—2 a—2
) : ) 1 2
Suorien yhteinen piste on , , kuna=#0, a=+2.
a—2 a-2

1) Jos a#0, a#=x2, niin suorilla on siis vain yksi yhteinen
piste.

2) Jos a =0, alkuperdisistd yhtdloistd saadaan yhtdlopari

—4x+0-y=2
0-x-— y=1
—4x=2

1
X=——=

2
y=-1

Siis suorilla on vain yksi yhteinen piste (—%,—1), josa=0.
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3) Jos a =2, niin saadaan

—4x+2y=2 -1
2x—y=1 -2
—4x+2y=2
LT
{ 4x-2y=2

0=4 aina epitosi

Suorat ovat yhdensuuntaiset eivitkd yhdy, joten niilld ei ole
yhteisia pisteita.

4) Jos a =2, niin saadaan

—4x-2y=2 -1
2x—-y=1 (=2)
—A4x-2y=2
LT
{ 4x+2y=-2

0=0 aina tosi

Siis suorat yhtyvit eli niilld on vahintdin kaksi yhteista pistetta,
jos a=-2.

Vastaus a) Suorilla on vain yksi yhteinen piste, jos a #+2.

b) Suorilla vdhintddn kaksi yhteistd pistettd, jos a =—-2.
c) Suorilla ei ole yhtdén yhteistd pistettd, jos a =2.
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Suorien leikkauspisteet saadaan ratkaisemalla suorien yhtédldiden
muodostama yhtélopari.

(D [x+ty+2+1=0 1

(2)| tx+y+t+1=0 (1), t#0.

Tapaus =0 on

tutkittava erikseen.

X+ty+12+1=0
+
—’x—ty—1t*—t=0

x—t*x +1-¢t=0
(1—¢%)x —r—1 (1-7%), t# 1.
Tapaus t ==*1

on tutkittava erikseen.

Lt
1-¢*
—(1-1¢)
X=———
(I1+2)(1-1)
xz—L, t#0, t#=+1
1+¢
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- 1
Sijoitetaan x = ——— yhtdloon (2).
I+1¢

t'(_LjerHH:O

1+1
t

y—m—t—l
Ct—t(+0)-100+1¢)
- 1+1¢
t—t—t" -1t

o l1+1¢
-1

YT

Suorien ainoa leikkauspiste on

_2_ J—
(— 1 , Lot lj, kun t#0, = +1
1+¢ 1+¢

Saatiin siis seuraava tulos

1) Jos t #0, ¢t # %1, suorilla on siis vain yksi leikkauspiste.

Tutkitaan vield erikseen tapaukset 1 =0, =1 ja t=-1.
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2) Jos t =0, niin alkuperdisesta yhtilostd saadaan yhtidlopari

x+0-y+0°+1=0
0-x+y+0+1=0

x+1=0
y+1=0

x=-1
y=-1
Siis suorilla on vain yksi yhteinen piste (—1,—1), jos¢=0.

3) Jos ¢ =1, niin saadaan

x+y+1+1=0 -1
x+y+l1+1=0  |-(=1)
+y+2=0
I
{—x—y—ZzO
0=0 aina tosi

Siis suorat yhtyvit eli niilld on vihintdin kaksi yhteista
pistettd, jos 1 =1.
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4) Jos t =—1, niin saadaan

N x—y+1+1=0
—x+y—-1+1=0
2=0 aina epéitosi

Siis suorilla ei ole yhteisid pisteitd, jos ¢ =—1.

Vastaus a) Suorilla on vain yksi yhteinen piste, jos ¢ # £1

b) Suorilla on vihintdin kaksi yhteista pistetté, jos £ =1.
c¢) Suorilla ei ole yhteisid pisteitd, jos  =—1.

Huomautus:

. : e 1 2 —t-1
Tutkitaan, sieveneeko yhteisen pisteen [— , )
1+t 141

y-koordinaatin lauseke.

Osoittaja on toisen asteen polynomi, jolla ei ole nollakohtia, koska
diskriminantti D = (~1)" —4-(~1)-(~1)=-3<0.
Polynomi —¢> —¢ —1 on siis jaoton, joten y-koordinaatin lauseke ei

sievene.
Tehtiavan ratkaisun kannalta tdma tutkiminen ei ollut oleellista.
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Lasketaan suorien kulmakertoimet ja verrataan niiti keskenéén.
a)
l: x—4y=0 L: 4x+y-5=0
3 lx k, =—4
773
1
kl - Z

1 .
Koska k, -k, = r (—4) =1, suorat ovat kohtisuorassa

toisiaan vastaan.

b)
L 12x-6y-7=0 l: 8&x—4y+7=0
6y=12x-7 4y =8x+7
y:2x—Z y=2x+—
6
k=2 k, =2
Koska k, =k, , suorat ovat yhdensuuntaiset.
©)
L 9x+3y+2=0 l,: 15x-5y-2=0
3y=-9x-2 Sy=15x-2
2 2
=-3x—— =3x—-—
g 3 TS
k,=-3 k,=3

tehtdvien ratkaisut

e sivu2ll e Péivitetty 7.5.2006

Koska &, #k, ja k -k, #—1, niin suorat eivit ole
yhdensuuntaiset eivitkd kohtisuorassa toisiaan vastaan.

d)
L: x—4=0 lL: y+5=0
x=4 y=-5
Suoralla ei ole ky,=0

kulmakerrointa.

Toinen suora on pystysuora ja toinen vaakasuora, joten suorat

ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

€)
L 2x+6=0 L x=1

x=-3

Suoralla ei ole Suoralla ei ole

kulmakerrointa. kulmakerrointa.

Molemmat suorat ovat pystysuoria, joten ne ovat
yhdensuuntaiset.

Vastaus  a) Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
b) Suorat ovat yhdensuuntaiset.
c) Suorat eivit ole kumpaakaan.
d) Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

e) Suorat ovat yhdensuuntaiset.
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a)

Suora on suoran y =—5x + 8 suuntainen, joten sen kulmakerroin
on k =-5. Suoran yhtdl6 on

Yy="> :k(x—xo) ‘(xo,yo):(—?),Z), k=-5
y—2=-5(x+3)
y—2=-5x-15
y=-5x—-13

b)
Suora on suoran y =—5x + 8 normaali, joten suorat ovat

kohtisuorassa toisiaan vastaan ja &, -k, =—1.

Saadaan yhtélo
k,-(=5)=-1

-

5
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Suoran yhtilo on

1
y=yo=k(x-x,) (%0,30) =(=3.2), k=

y—2=§(x—<—3))

1 3
—2=—x+=
4 5 5

1 13

=—X+— -5

4 5 5
Sy=x+13
x=5y+13=0

Vastaus a) y=-5x-13

b) x-5y+13=0
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Janan AB keskinormaali n kulkee janan keskipisteen kautta ja on
kohtisuorassa janaa 4B vastaan.

Janan keskipisteen koordinaatit ovat

_ X4tV :—3—1

X =-2
2 2
y:yA+yB:—2+6:2
2 2

Keskinormaali n kulkee siis pisteen P =(-2,2) kautta.

n

Koska n L AB, on k, -k, =-1.

Pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

_ay_6-(-2) _8

k R N LA
ax  —1-(=3) 2

”

joten saadaan yhtilo

e sivu2i3 e Péivitetty 7.5.2006

Keskinormaalin » yhtdlo on

y—yozk(x—xo) (xo,yo)z(—Z,Z), k=——

y—z:—§<x-<-z>>

12
B et
4 4"
16
=——Xx+— 4
YT,
4y=—x+6
x+4y-6=0

Vastaus  Keskinormaalin yhtdlo on x+4y—-6=0.
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Suorien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtéalopari

(1) [ x+y-2=0 2
(2)|x=2y+7=0 -1

2x+2y—-4=0
+ | x-2y+7=0

3x +3=0

x=-1 Sijoitetaan yhtdlo6n (1).

x+y—-2=0
—14+y-2=0
y=3

Siis leikkauspiste on (—1,3).

Madritetddn suoran 2x — y = 0 kulmakerroin £, .

sivu 214 e
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Suoran / kulmakerroin &, saadaan yhtélosta

k- ky =—1
2.k, =-1
|

kz:_E

Suoran / yhtilo on
Y=Xo =k(x—x0)
y=3=k(x—x,)

y=3= —%(x —(-1)

—3=——x—=
4 2 2
1 1
—x+y-3+==0
27T,
x+2y-5=0

Vastaus x+2y-5=0

1
(xo’yo) = (_193)9 k :_5
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Madritetddn suorien kulmakertoimet ja vakiotermit muuntamalla
suorien yhtdlot ratkaistuun muotoon.

Sy - 3x—ay+a* =0

ay =3x+a’

1) Jos a # 0, suoran yhtilo voidaan jakaa luvulla a.

ay =3x+a’ ca, a#0.
Tapaus a = 0 on tutkittava erikseen
3
y=—Xx+a ‘y:kx+b
a
klzE ja b =a
a
S, - —ax+3y+a+4=0
3y=ax—(a+4)
a a+4
=—Xx- =kx+b
SENE |y
a a+4
ky=— ja b, =—
2 3J ) 3

sivu 215 e
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Suorat 5, ja s, ovat yhdensuuntaiset, mutta eivit yhdy, kun

k=k, ja b #b,

3 a ) a+4

;:E ja  a#-—

a>=9 ja  3az—-(a+4)

a=+3 Jja 3a#-a-4
4a + -4
a#-—1

Siis a =43.

Koska a = £3 toteuttaa myos ehdon a # 0, niin arvoilla a =+3
suorat ovat yhdensuuntaiset, mutta eivit yhdy.

2) Jos a =0, niin alkuperiisten suorien yhtilot ovat
S 3x=0 eli x=0
: 4
s, 3y+4=0 eli y:—g

Suora s, on pystysuora ja suora s, on vaakasuora, joten suorat
eivit ole yhdensuuntaiset, kun a =0.

Vastaus a==13
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Madritetddn suorien kulmakertoimet muuntamalla suorien yhtalot
ratkaistuun muotoon.
L x+ry—-s=0
ry=—x+s
1) Jos  # 0, suoran yhtil6 voidaan jakaa luvulla r.

ry=—x+s v, r#0.
| Tapaus r = 0 on tutkittava erikseen.
S
y=——Xx+—
roor
1
kl -
r

l,: 2x+3y—-1=0

3y=-2x+1
_ 2.0
YT
2

Suorat /, ja [, ovat yhdensuuntaiseteli /, ||/, , kunk, =%, .

Saadaan yhtélo
1.2
r 3

sivu 216 e
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Koska r = 1% toteuttaa myds ehdon » # 0, niin arvolla » = 1%

suora /, on suoran /, suuntainen.

2) Jos r =0, niin alkuperdisten suorien yhtalot ovat

L x—s=0¢€l x=s
: 2 1
l: 2x+3y—-1=0¢eh y=——x+—
3 3
Suora /; on pystysuora ja suora /, on vino suora, joten suorat
eivit ole yhdensuuntaiset, kun » =0.

Suora /; kulkee pisteen (—1,2) kautta, joten piste toteuttaa suoran
yhtilon. Sijoitetaan piste (—1,2) suoran / yhtdldon.

~1+r-2-5=0
2r—s—1=0 r:E
2
3—s5s—-1=0
s=2

Il
\S)

Vastaus r:IE ja s
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Madritetddn suorien kulmakertoimet ja vakiotermit muuntamalla
suorien yhtdlot ratkaistuun muotoon.

L ax+by—-3=0
by =—ax+3
1) Jos b # 0, suoran yhtélo voidaan jakaa luvulla b.

by =—ax+3 :b, b=0.
Tapaus b = 0 on tutkittava erikseen.
a
=——Xx+—=
e
a . 3
k,=—— ja b ==
1 b Ja b b

2y=ax+1
=Zxtz
4 2 2
a
ky=— ja b, =
2 2J p)

Suorat /; ja [, yhtyvit, kun k, =k, ja b =b,.
Saadaan yhtélpari

(1) |-

(2)

S| Ww SR
O~ R
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_a_a
b 2
b=6 | Sijoitetaan yhtilson (1).
_a_4a -6
6 2
—a =3a
4a=0
a=0
a=0 . g . ]a=0
Koska 9 = toteuttaa my6s ehdon b # 0, niin arvoilla §
suorat yhtyvit.

2) Jos b =0, niin alkuperdisten suorien yhtalot ovat
L ax-3=0 eli x=E
a

a 1
L: ax-2yv+1=0¢eli y=—x+—
2 Yy Y 5 5

Suorat eivit yhdy millddn vakion a arvoilla, silld
—jos a # 0, on suora /; pystysuora ja [/, on vino suora.

—jos a=0, ei suoraa /, ole ja suora /, on vaakasuora.

Vastaus  Suorat yhtyvit, kun a=0 ja b=6.
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Madritetddn suorien kulmakertoimet ja vakiotermit muuntamalla
suorien yhtdlot ratkaistuun muotoon.

L ax+y—ay=0
(1-a)y=-ax

1) Jos a #1, suoran yhtilé voidaan jakaa luvulla (1—a).

(1-a)y=—ax :(1-a), a#1. Tapausa=1
on tutkittava erikseen.
y= < x ‘y=kx+b
l-a
k,=—— ja b =0

3y=—2x+a
2
y:—§x+— ‘yzkx+b
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2) Jos a =1, niin alkuperéisten suorien yhtédlot ovat
L: x+y—-y=0el x=0

l,: 2x+3y—-1=0 eli y=—§x+§

Suora /; on pystysuora ja suora /, on laskeva suora, joten

suorat eivit ole yhdensuuntaiset eivitka toistensa
normaaleja.

Siis a =1 ei1 voi olla tehtdvin ratkaisu missidan
kohdissa a), b) tai ¢).

a) Suorat /; ja [, ovat yhdensuuntaiset, mutta eivit yhdy, kun

. 2 .
Ratkaisu a = 3 kelpaa, koska myos ehto a #1 toteutuu.
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b) Suorat yhtyvit, kun 530
a) Lasketaan suorien kulmakertoimet.
k=ky,  ja b=b I : y:%x+3 L: Sx+2y+1=0
a4 __ < ja 0=4 2y =-5x-1
a=— ja a=0 YT
5
. k . k _ l k _ _é
e1 ratkaisua 175 2 2
. - I . Tapa 1
Siis suorat eivét yhdy milladn vakion a arvolla. Suorien suuntakulmat saadaan yhtélostd tana =k .
c) Suorat /; ja [/, toistensa normaaleja, kun k, -k, =—1. tano, =— tano, = ——
- 2 2
Saadaan yhtélo
o, =26,565..° a, =—68,198..°
—-a 2
l-a 3 \ D
2a 1 e R
3—3(1__ ) ﬁ 14”.565'”
2a=-3+3a " L) ~ 68,198...°
a=3 ) o
Ratkaisu a =3 kelpaa, koska myds ehto a #1 toteutuu. Suorien vilinen kulma on

<(1,1,)=180" — o —|a,|
=180° —26,565.. —68,198..°
=85,237.." = 85°

Vastaus  a) Suorat ovat yhdensuuntaiset, kun a = 3

b) Suorat eivit yhdy millddn vakion a arvolla.
c) Suorat ovat toistensa normaaleja, kun a =3.
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Tapa 2
Suorien véilinen kulma ¢ saadaan yhtilosta
‘[an05=M klzl’ kzz_é
1+ &k, 2 2
1 _(_SJ
tan @ = | —2 2 = 3 =12
1 ( 5) 1
1+—-| —= ——
2 2 4
o =85,236.." = 85°
b) Lasketaan suorien kulmakertoimet.
L 6x-8y=1 l,: 3x=4y+7=0
—8y=—6x+1 —4y=-3x-7
Y78y YTy
(63 (22
8 4 4

Suorien kulmakertoimet ovat samat. Suorat ovat siis
yhdensuuntaiset, joten niiden vilinen kulma on 0°

Vastaus  Suorien vélinen kulma on a) 85° b) 0°.

tehtdvien ratkaisut

Péivitetty 7.5.2006
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a) Lasketaan suorien kulmakertoimet .
L y=-2x+5 l,: 3x-4y+7=0
—4y=-3x-7
3 7
=—X——
4 4
3
kl = —2 kz = Z
Tapa 1
Suorien suuntakulmat saadaan yhtdlostd tana =k .
tang, = -2 tana, = 2
o, =—03,434..° a, =36,869...°

,
36, ‘369..0. .
mss, 902,

Suorien vilinen kulma on

<(l,5,)=180" - || - o,
=180° —63,434.." —36,869..”°
=79,697.. ~80°
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Tapa 2
Suorien vilinen kulma o saadaan yhtilosta
‘[an05=M k, =-2, kzzé
1+ kK, 4
_,_3 3 1
tana = 4 3 |= 14 =5—
1+(=2) —— 2
4
o =79,695..° =80’
b) Lasketaan suorien kulmakertoimet .
L y+9=0 l,: 3x=4y+4=0
y=-9 —4y=-3x-4
3
=—x+1
4 4
3
kl = 0 kz = Z

Tapa 1

Suorien suuntakulmat saadaan yhtilosti tana =k .

tana, =0 tana, =

a =0 a, =36,869...
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La,

7

’BQ,%E’Q"'
zg(o.,,yk/ 04

Suorien vilinen kulma on

«<(h,1,)=36,869..° =37°

Tapa 2
Suorien vilinen kulma o saadaan yhtilosta

tan o = k —ky k, =0, kzzi
1+ kK, 4
-2 |22,
tano = 43 = 412
1+0-— I 4

a =36,869.." =37

Vastaus

Suorien vélinen kulma on a) 80° b) 37°.



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut e

532

a) Lasketaan suorien kulmakertoimet.

Li: x=2y+1=0 L: y=-3x+5
—2y=—-x-1
1l
4 2 2
1
kl = 5 kZ = _3
Tapa 1
Suorien suuntakulmat saadaan yhtdlostd tana =k .
tano, = — tana, =3
o, =26,565..° a, =-71,565..°
Q—'Qd
\ 4 (’t Jei)//

‘K—'H §5es.,.°

Suorien vilinen kulma on
<):(Zl,12) =180" — ¢,
=180° —26,565..

=81,869..° = 82"

_‘0‘2‘

S =T71,565.."
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Tapa 2
Suorien vilinen kulma o saadaan yhtilosta
k,—k 1
tan o = |———2 kj=—, k,=-3
1+ &k, 2
——(=3) 3L
tana = ] = % =7
1+—-(=3) ——
2 2
a =81,869... = 82°
b) Lasketaan suorien kulmakertoimet.
L: 4-x=0 l,: 9x-8y+7=0
x=4 -8y =-9x-7
Suoralla ei ole kulma-
: - 9 7
kerrointa, silld suora y= gx + 3
on pystysuora.
9
k2 - g
Yhtilod tana = ei voida kayttaa, silld toisella suoralla
1+ &k,

el ole kulmakerrointa.
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Suorien suuntakulmat ovat

533
a, =90° tana, =k, Suora x+2=0 eli x=-2 on pystysuora, joten yhtdloa
9 _
tano, = — tana = ik el voida kayttaa.
1+ kK,
a, =48,366...

Piirretdadn mallikuvat.

A | U A
1P i
B ! _/; .”J °‘4~ - __.._:\. ) -300__.__. _
| | [ &
y /iég_. F h - . -
— A= n -+ . ——> R
/ : 'Y | X /l/ L
| f . = X1 ' |
/ | + Lh U‘ - 'h,XH I l—
L;L D__4 X = — - v X= - o
Syori slinen kul Kuvien perusteella suoran y = kx + 1 suuntakulman pitda
uorien vélinen kulma on

olla joko 30° tai —30°.
L(h.h)=a=90"-a, Kulmakertoimiksi saadaan

=90° —48,366...°
o 4ne V3)
—41,633.° ~ 42 koo = Lo
Y33
k, = tan(-30") = —tan30° = —% = —?
Vastaus  Suorien vilinen kulma on a) 82° b) 42° 3

Vastaus k== =+

V3
3

£l -
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Suora / kulkee origon kautta, joten
sen yhtdlo on y = kx.

Lasketaan suorien kulmakertoimet.

e\

sivu 224 e

s: 3x—y=0 [: y=kx
y=3x
k=3 ky=k

Suorien vilinen kulma o saadaan yhtilosta

‘[an05:M k=3, k =k ja a=45
1+ kk,
e 3k tan45° =1
1+3k al_lal
bl ||
34l
|1+ 3kl
1+ 3kl =13 & lal=|bl = a=b tai a=-b

1+3k=3-k ta1 14+3k=-3+k
4k =2 tai 2k=-4
k:l tai k=-2

2

1 :
Vastaus  Suoran yhtdlo on y = Ex tai y=-2x.

Péivitetty 7.5.2006
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a) Lasketaan suorien kulmakertoimet.

1
L 2x+3y-5=0 [y : y:Zx+2

3y=-2x+5
—Zys2
d 3 3
2 1
ky =—— ky =—
1 3 27
Tapa 1
Suorien suuntakulmat saadaan yhtilosti tana =k .
tang, = —— tana, =—
3 4
a, =-33,690..." a, =14,036..°

Suorien vilinen kulma on

<(l,h)=a, +|a|
=14,036..." +33,690...
=47,726.." = 48°



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut e sivu225 e

Péivitetty 7.5.2006

Tapa 2 536
Suorien valinen kulma o saadaan yhtalostd Lasketaan suorien kulmakertoimet ja suuntakulmat.
k, —k L x+3=0 l,: 5x+6y—-10=0
tan @ = |———2 k, =—=, kzzl 1 2 y
1+ kK, 3 4 x=-3 6y=-5x+10
2 1 11 Suoralla ei ole 5
3 4 12| 11 inta. silli _3..3
tan g = 3 4 _|_12 |_ kulmakerrointa, silld % . X+ 3
1+ (_Zj 1 3 10 suora on pystysuora.
4 6 s
k2 - —g
a=47,726.." =48 5
tana, = ——
6
a, =90° a, =-39,805
Vastaus

Suorien véalinen kulma on 48°.

\%_‘ax
Ly

Suorien vilinen kulma on
£(1,5)=a=90"—|a,|=90° —39,805...
=50,194..." = 50°

Vastaus  Suorien vialinen kulma on 50°.
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[
2
|.
O™ |er

[ |

&m

Piirretddn mallikuva, missé talo on sijoitettu koordinaatistoon
siten, ettd y-akseli sijaitsee talon keskella.

Merkitaan
lﬁ MALLIZUVA
’ 0,6
B=(5,3) Clo)

c=(06)  od)
D =(x,0)

Bixe)

Pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

sivu 226 e
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Pisteiden C ja D kautta kulkevan suoran yhtdlo on

1
y—y0=k(x—x0) (xo,y0)=(0,6), k:_g

y—6=—%(x—0) -5
5y-30=—x
x+5y-30=0

Piste D saadaan yhtdloparista

(1) {x+5y—30=0

(2) y=0 Sijoitetaan yhtiloon (1).

x—-30=0
x=30

Siis piste D =(30,0)

Huipun varjopisteen etdisyys talon seindstd on 30m—5m =25m.

Vastaus  Varjo on 25 metrin pdédssa seindsta.
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Tapa 2

538 |
: Suorien suuntakulmat saadaan yhtilosti tana =k .

Piirretddn mallikuva
koordinaatistoon, jossa

\i?.

—t L

yksikkond on 10 m. - | )
A gJ__-j 't tano, = -3 tanar, =1
V 11 i . ‘\> =t _ o az = 450
aijereita kuvaavat suorat ; ¥ o, =-33,690...
Loja L. ! 1
s,/
Lasketaan suorien /; ja [, kulmakertoimet. ’
£ 0,0) 4s °
klzﬂzo_zoz_z ja kZ 222—30_021 y\Q‘BIGSO"”
ax 30-0 3 ax 30-0 / N
e, ™

Tapa 1 . veqs
Suorien vilinen kulma o saadaan yhtilosta Suorien vélinen kulma on

I k1_k2 L 2 <):(ll,lz):‘al‘+a2

1+ k,k, R =33,690..° +45° =78,690.." ~79°
_2 _2
tana = 3 = S
2 1
1+ (—j -1 g
3 Vastaus  Vaijerit leikkaavat toisensa 79° kulmassa.

a =78,690.." = 79°
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Piirretddn mallikuva.

Maiiritetdén suoran x —2y + 3 = 0 normaalin kulmakerroin.

x=2y+3=0 % A
y:lx"‘é \\\ X=2u4+3=0
) \ \
K \
/ >.

ol
2
k, =-2

1) Normaalin A4’ kautta kulkevan suoran yhtilo on

Y=W :k(x_xo)

y=3=-2(x+2)
y—-3=-2x-4
y==-2x-1

‘(anyo) =(-2,3), k=-2
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Lasketaan normaalin ja suoran leikkauspiste A’ ratkaisemalla
yhtéilopari

(D) [x-2y+3=0
(2){ y=-2x-1 Sijoitetaan yhtiloon (1).
x=2(=2x-1)+3=0
x+4x+2+3=0
S5x=-5
x=-1 Sijoitetaan yhtiloon (2).
y==2-(-1-1=1
Siis 4'=(-1,1)

2) Normaalin BB’ kautta kulkevan suoran yhtal6é on

=¥y =k(x-x)) | (3. 39)=(-1,5), k=2

y=5=-2(x+1)
y=5=-2x-2
y=-2x+3

Lasketaan normaalin ja suoran leikkauspiste B’ ratkaisemalla
yhtélopari

(1) {x—2y+3=0

(2)|y=-2x+3 Sijoitetaan yhtiloon (1),
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x—2(2x+3)+3=0

X+4x—6+3=0

5x=3
X = 3 Sijoitetaan yhtiloon (2).
3 9
=—2-—+3=—
4 5 5

Siis B'=[§,2j.
55

Janan AB projektio suoralla x —2y+3=0 on 4’'B’.

Janan 4 ’B’ pituus on

|A'B| =\/(x2 —X1)2 +(y2 _yl)z

_[64+16 380 445
25 5 5

_ . 45
Vastaus  Projektion pituus on =
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540

Suorat kulkevat pitkin suorakulmaisen kolmion kateetteja, joten
suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Madéritetddn suorien kulmakertoimet muuntamalla suorien yhtalot
ratkaistuun muotoon.

L x+3y+a=0 l,: ax—y+5a-6=0

3y=—x—-a y=ax+5a—-6
__ 1. =2
SENE
1
kl:_g kzza

Koska /[, L /,,on k; -k, =—1.

Saadaan yhtélo

Suorat kulkevat pitkin suorakulmaisen kolmion
kateetteja, kun a =3.

Vastaus



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut e

541
Merkitiin kysyttyé pistettd C =(0,5).

Piirretdadn mallikuva.

— b

Kulma ACB on suora, joten pisteiden 4 ja C sekd B ja C kautta
kulkevat suorat /, ja [/, ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Maiaritetdan suorien kulmakertoimet.

l. k _ﬂ_yc_yz‘l_ b_l
1 KMET= =
ax  xp—x, 0-(-2)
o bt
2

sivu 230 e
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L. g2y _Yemyp b1

2
AX  Xp—Xg

b+l

by=—"

0—4

Koska [, 1L /,, on k, -k, =—1. Saadaan yhtilo

b—l.(_bﬂ):_l
2 4

(b-1(b+1)

_ : _

(b-1(b+1)=8

b*—1=8

b*=9

bh=43

-1

Piste C on (0,-3) tai (0,3).

|-(-8)

‘(a+b)(a—b):a2 —b?

Vastaus  Pisteistd (0,-3) ja (0,3).
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542 Janan AB pituus on
Piirretddn mallikuva
|AB| =|ay|=|-t-0l=lf|
Saadaan yhtalo
=6 lal=b, b>0=a=b tai a=-b
t=16

Madritetddn suorien kulmakertoimet muuntamalla suorien yhtalot

ratkaistuun muotoon. Koska /; L [,, onk, -k, =-1.

L kx—y=0 Lt 2kx+y+t=0 Saadaan yhtilo
y=hx y=-"2kx—1t
k =k k, =2k k-(=2k)=-1
. o NP —2k* =-1
Suora y = kx kulkee origon kautta, joten janan toinen paitepiste
on origo. k2 = 1
Siis 4 =(0,0). 2
. . . 12
Suoran /, leikkauskohta y-akselilla saadaan ratkaisemalla k= i—z = iT
yhtélopari
(1) {x =0 Sijoitetaan yhtiloon (2). 5 A
(2) |y =—2kx—1 Vastaus =6 ja k:iTZ tai t=-6 ja k=i72

y=-2k-0—t=—t

Siis B =(0,-1).
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543 Suorien vilinen kulma saadaan yhtalosta
A k -k
tang = |42 k=3, k,=k ja a=30°
ot ke, ! 2 =R
tar130°—L
.| Bk V3
tan30" =| ———————
1++/3 -k a _@
bl bl
NN N L_ 13-4
/""‘y L] V3 [1+/34
» / A O O 143K =33 - V3 =IV3l, lallbl=lab|
/T 1 ' S ‘1+\/§k‘:‘3—\/§k‘ Ha|:|b|<:>a=b tai a=—b
S 1+Bk =33k tai 1++/3=-3++/3k
Merkitddn k on suoran / kulmakerroin. 23k =2 tai 0=—4 aina epitosi
Suoran yhtilo on k = L tai ei ratkaisua
V3
Y=Y = k(x—xo) ‘(xo,yo) =(1,-3) Suoran yhtilo on
y+3=k(x-1) 1 1
—Jx —k — =—Xx——=—3 tail suora on pystysuora
y=kx—-k-3 y NERNE pysty

\/gy:x—l—?;\/g tai x=1
x=3y-1-33=0 tai x=1

Vastaus x—+3y—1-34/3=0 tai x=1
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_ N
544 e e . . k_\/g 1)\/§_1 tai k = 3 1)_(\/§+1)
Maaritetdan suorien kulmakertoimet. \/g ) —\/5 )
2 2
k, =tana I — (V3-1) ai k_—(\/5+1)
k, = tan 60° ‘ tan 60° =~/3 (\/g)2 12 (\/5)2 12
k=3 by =k 3-23+1 . (34243 +1)
k=—"— tai k=
3-1 3-1
Suorien vilisen kulman tangentti on ) — 4 _22\/5 tai k= #
k — k, k1:\/§, ky =k k=2-4/3 tai k=-2-4/3
tano =
1+ ke ja a=45°
tan45° =1
0 \/g_k an
tan 45" =| ———— al lal
143k —| ==
bl bl . . .
Vastaus  Toisen suoran kulmakerroin on 2 — \/§ tar —2 — \/§ )
| Bk
1+\/§-k
1+ 3k = |3 k| |lal =16l <> a=b tai a=—b

1+3k=3-k tai 1+3k=—(\3-k)
Bh+k=V3-1 tai  Bk-k=-/3-1
(VB3+1D)k=v3-1 tai (B-1)k==\3-1
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545

Kolmion ympari piirretyn ympyran keskipiste on kolmion
sivujen keskinormaalien leikkauspiste.
Merkitién keskipistettd K =(x,y) ja kolmion kérkid

A= (—2,2), B= (1,—1) ja C= (3,3).
Piirretadn mallikuva.

BT e

.}( N4

Bl |
Maédritetddn sivujen keskinormaalien yhtalot.

1) Sivu 4B

Pisteiden A4 ja B kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

i _ﬂ_yA—yB_Z—(—l)_i B
AB = T =

AX  x,—xp —2-1 3

Janan AB keskipisteen koordinaatit ovat

x_xA+xB _2+1_ 1
2 2 2
y_yA+yB _2+(—1):l

2 2 2

sivu 234 e Péivitetty 7.5.2006

Normaali kulkee siis pisteen (—%,%) kautta.

. . : 1
Normaali n L 4B, joten k, -k, =—1 elik, =———=1.
4B
Keskinormaalin yhtdl6 on

Y=V :k(x—xo)

trl(4)

Y7o TS
y=x+1
x—y+1=0
2) Sivu BC

Kulmakerroin on

kBC:ﬂ:yB_yC —-1-3

AX X=X, 1-3

Keskipiste on
_Xptxe 1+3

X 2
2 2
y:yB+yC :—1+3:1
2 2

Normaali kulkee siis pisteen (2,1)kautta.
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Normaalin kulmakerroin on %, :—L:—l. Normaalin kulmakerroin onk, :—L:—l:—S.
kpe 2 ke 1
. . e q oo 5
Keskinormaalin yhtilo on 1 Keskinormaalin yhtils on
~ vy =k(x- k=—— =(2,1 13
y=ro=k(x=x) 7 (30:30) =(21) Y=y =k(x=x) ‘k:‘i (xoayo):(E’Ej
1
y—l=—=(x-2) S ( lj
=5 x—=
2 y 5 X 5
—1:—lx+1 5 5
g 2 y——=-5x+—
1
y=—§x+2 ‘2 y:—5x+5
x+2y-4=0 5x+y-5=0
3) Sivu AC SIV.I:IJ?I’I kes%mormaahen leikkauspiste saadaan ratkaisemalla
yhtéloryhmé
Kulmakerroin on
LAY _yamye_2-3 1 (D[ x—y+1=0 2 |-(=D
€T ax x,-x. 2-3 5 (2){x+2y-4=0 1|1
3) 5x+y-5=0
Keskipiste on (3) [5x+y
x:xA+xC:_2+3:l N 2x-2y+2=0 N -x+ y-1=0
2 2 2 x+2y-4=0 x+2y—-4=0
poatye 2+3_5 3 -2=0 3y-5=0
2 22 x_% _é_lg
3 R

Normaali kulkee siis pisteen (%,%) kautta
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Tarkistetaan toteuttaako saatu ratkaisu myds yhtéalon (3).

2 . 2
Kun x:E ja yzlg,yhtéilén 5x+y-5=0
vasen puoli on 5-%+1%—5:&+§—5:0 ja
3 3 3
oikea puoli on 0
2

Yhtidloryhmaén ratkaisu on siis x =§ ja y= 15.

Kolmion ABC ympiri piirretyn ympyran keskipiste on (%,1%) :

.. 2 .2
Vastaus  Ympyrdn keskipiste on (g,lgj

Huomautus:

Keskipisteen maarittamiseksi olisi riittdnyt ratkaista kahden
keskinormaalin leikkauspiste, silld kolmion keskinormaalit
leikkaavat toisensa aina samassa pisteessa.

tehtdvien ratkaisut

Sivu 236 e

Péivitetty 7.5.2006

546

Piirretddn mallikuva.
Janan AB kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

N %:3)(

/ B(Xe)Y o)
\1o'

A’('111)

/jva it
-

&
N

kAB =3

Pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran yhtilo on

y—yo=k(x—x,) | (%0, 30)=(11), k=3
y—1=3(x-1)

y=3x-2

Piste B on suoralla y =3x —2, joten pisteen B koordinaatit ovat
x ja y=3x-2¢eli B=(x,3x-2).

Janan AB pituus on

4B = Jax? +ay” = (x 1) + (35, —2-1)",
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joten saadaan yhtilo 547
\/ (x, - 1)2 +(3x, - 3)2 =10 ‘ () Maéiritetddn suorien kulmakertoimet ja vakiotermit muuntamalla
> 0 suoran yhtalot ratkaistuun muotoon.
2 2 _
x°=2x +1+9x" —18x, +9=10 b a’x—3x—2y+1=0
2 _
10x, (x, —2)=0 | Tulon nollasé#ntd 2y = (a2 —3)x+1 12
: 2
10x, =0 tai x,—2=0 y=d 3.1
x =0 tai x =2 ‘y1=3x1—2 2 2
2
-3 1
y,=3-0-2 y,=3-2-2 k1:a23 ia b1=5
Siis piste B on (0,-2) tai (2,4). Lt ay+x-2=0
ay=—-x+2

1) Jos a # 0, niin suoran /, yhtdlo voidaan jakaa luvulla a.
Vastaus  Janan loppupiste on (0,-2) tai (2,4).
ay=—x+2 ca, a#0.
Tapaus a =0 on

tutkittava erikseen.
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a)

Suorat /, ja [, ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, kun
k, -k, =—1. Saadaan yhtalo

a2_3(_1j:_1 .(<2a)
2 a

a’-3=2a

a’>-2a-3=0

a_2i\/(—2)2—4-1-(—3) 244
- 2-1 2

a=-1 tai a=3
Kelpaavat, koska ehto a # 0 toteutuu.

Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, kun
a=-1tai a=3.

b)
Suorat /, ja [/, ovat yhdensuuntaiset, mutta eivit yhdy, kun
k,=k, ja b #b,.

a’ -3 1 . 1 2

=— ja —#—

2 a 2 a

a’ —3a=-2 ja  a#4
a’-3a+2=0

Sivu 238 e
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Etsitddan kolmannen asteen yhtdlon ratkaisut kokeilemalla.
Kolmannen asteen yhtdlolld on korkeintaan kolme reaaliratkaisua.

Kokeillaan, onko a =1 yhtilén @’ —3a + 2 =0 ratkaisu.
Yhtilon

vasenpuolion I’ =3-1+2=0 ja
oikea puoli on 0

Siis a =1 on yhtdlon ratkaisu.

Kokeillaan, onko a = -2 yhtdlon ratkaisu.
Yhtilon

vasen puoli on (=2 =3-(-2)+2=-8+6+2=0 ja
oikea puoli on 0
Siis a = -2 on yhtdlon ratkaisu.

Muita reaalijuuria ei 10ydy helposti, joten yritetddn 10ytdd kolmas

Kolmannen asteen polynomin P(a) =a’ —3a+2 tekijoitd ovat
(a—1) ja (a+2),silld vastaavalle yhtildlle saatiin juuret
a=1ja a=-2.

Koska korkeimman asteen termin kerroin on 1, on polynomin
kolmas tekijé 1. astetta ja muotoa a — x. Siis

@ -3a+2=(a-1)(a+2)(a-x)
a3—3a+2:(a2+a—2)(a—x)
a-3a+2=a>-a’x+a*—ax—2a+2x

a-3a+2=a*+(1-x)a*+(-x-2)a+x-2
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Yhtélon oikea ja vasen puoli ovat samat, jos termien kertoimet
ovat samat. Saadaan yhtidloryhma

1-x=0
—x—-2=-3
x=1

Kaikki yhtdloryhméan yhtélot toteutuvat, kun x =1.

Siis kolmas tekija on (a —1) eli yhtilon a® —3a +2 =0 ratkaisut
ovat a=1 ja a=-2 (a =1 on kaksinkertainen juuri).

Niamai kelpaavat, silli my0s ehdot a #0 ja a # 4 toteutuvat.

Suorat ovat siis yhdensuuntaiset, mutta eivit yhdy, kun
a=1 tai a=-2.

c)
Suorat /, ja [, yhtyvdt, kun k, =k, ja b =b,.

Kohdan b) mukaan &, =k,, kun a=-2 tai a=1.
I Kun a =-2, niin blzé ja bzzi:—l.

Arvo a =-2 et kelpaa, silla b, #b,.

II Kun a =1, niin b1:% ja b, =2.

Arvo a =1 eikelpaa, silld b, #b,.

Suorat eivit siis yhdy millddn luvun a arvolla.

Sivu 239 e

Péivitetty 7.5.2006

2) Jos a =0, niin alkuperiisten suorien yhtilot ovat

l: -3x-2y+1=0

2y=-3x+1
~ 2l
4 2 2
l: x=2=0

Suora /; on vino ja suora /, on pystysuora, joten mikéédn kohdista
a), b) tai c) ei toteudu.

Vastaus a) a=-1 tai a=3
b) a=-2 tai a=1

c¢) ei milldén luvun a arvolla
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548 l;: 6x-by+5=0

Madritetddn suorien kulmakertoimet ja vakiotermit muuntamalla
suorien yhtdlot ratkaistuun muotoon.

6x+5=>by :b, b#0.
l,: ax+3x-by+3=0 Tapéusb=90n
(a+3)x+3=bhy tutkittava erikseen.
6 5
by =(a+3)x+3 = x4+=
A
1) Jos b # 0 niin suoran yhtél6 voidaan jakaa luvulla b. 6 . 5
ky=— ja by=—
b b
by =(a+3)x+3 :b, b=0. Suorat /, ja [, ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, kun
Tapaus b =0 on k, -k, =—1. Saadaan yhtalo
tutkittava erikseen. a+3 2
y=a+3)€+§ ‘y:kx+b b 3
b b 2a+6
a+3 3 3b =-1
k, = ja b==
b b (1) 2a+6=-3b
L: 2x-3y-4=0 Suorat /, ja [; ovat yhdensuuntaiset, mutta eivit yhdy, kun
2x—4=3y k, =ky ja b #b;. Saadaan yhtdlo
_gx—ﬂ 3 6 35
RN T
b b b b
2 . 4
kﬁgJa bz=—§ (a+3)b=6b ja 3b#5b
ab+3b=06b aina tosi

(2) ab-3b=0
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Ratkaistaan yhtédléiden (1) ja (2) muodostama yhtélopari.

(D{2a+6:—%

(2)|ab-3b=0 | Ratkaistaan a.
ab-3b=0
b(a-3)=0 |b#0
a-3=0
a=3 ‘ Sijoitetaan yhtiloon (1).
2-3+6=-3b
12=-3b
b=-4

a= et
Koska ratkaisu { toteuttaa my0ds ehdon b # 0, niin néilla

arvoillasuora [, L/, ja [ || /5.

2) Jos b =0, niin alkuperdisten suorien yhtalt ovat

L ax+3x+3=0
(a+3)x=-3

X=-
a+3

sivu 241 e

Péivitetty 7.5.2006

l,: 2x-3y—-4=0
_2,..4
Y 3 3

Suorat /, ja [; ovat pystysuoria ja suora /, on nouseva suora,
joten arvolla =0 ei toteudu /, L/, ja [ || ;.

a=3

Vastaus
L



