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a) Pisteen (—5,-2) etiiisyys suorasta 8x —6y+3=0 on

d_‘ax0+byo+c‘ a=8, b=-6,c=3

Ja' +b°

8-(=5)=6-(-2)+3| [-40+12+3|

Xy =5, y,=-2

g2 —(—6)2 V64 + 36
_H_,1
10 2

b) Muunnetaan suoran yhtilo yleiseen muotoon.
1

=—x-=7 -2
y=3 |
2y=x-14

x—=2y-14=0

Pisteen (—5,-2) etiiisyys suorasta x—2y—14=0 on
a=1, b=-2, c=-14
Xo==3, Yy =-2

g ‘axo + by, +c‘
Ja +b?
_ 1-(=5)-2-(=2)-14
V12 +(=2)

NG
18l P15 155, g

NCREEENC

Vastaus  a) Etdisyys on 2%. b) Etdisyys on 3.5.
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-2,5) 7 SR~ R =

/

N

)

Y=

a) Etdisyys x-akselista on sama kuin pisteen y-koo
itseisarvo [5|=5.

[ \ﬁ‘ﬂ&-s =0
h {_a’

>

rdinaatin

b) Etéisyys y-akselista on sama kuin pisteen y-koordinaatin

itseisarvo |-2|=2.

c) Etdisyys suorasta x =2 on lukujen 2 ja —2 erotuksen

itseisarvo eli |ax|= |2 — (—2)| =4,

d) Etédisyys suorasta y =—2 on lukujen -2 ja 5 erotuksen

itseisarvo eli ‘Ay‘ =|2-5/=7.

e)
a=3,b=4, c=-5

Xo==2, y,=5

B ‘axo + by, + c‘

Ja® +b*

_|3-(—2)+4-5—5|_g_1§
V3?2 + 4 5 5

Vastaus a)5 b)2 )4 d)7 e) 1—
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Leikkauspisteen (—2,1) etdisyys suorasta x—2y—1=0 on

551
Suorien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtéalopari
‘axo + by, + c‘
d=
Sijoitetaan yhtdloon (2). Jat +b? Xo==2,Y,=
(=2)-2-1-1

(D |y=x+3
(2)|y=-2x-3
VI2+(=2)°
= N
=5 =

x+3=-2x-3
NN

3x=-6
x=-2 Sijoitetaan yhtiloon (1),
y=-2+3=1
Vastaus  Etéisyys on NER

Leikkauspiste on siis (-2,1).

Muunnetaan suoran yhtdlo yleiseen muotoon.

1 1
=32
2y=x-1
x=2y-1=0

-2
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: : 1 :
Normaali on kohtisuorassa suoraa y = gx + 2 vastaan, joten

k,-k=-1-¢el k :—l:—L:—Z%
n Tk 1
3
Normaalin yhtilo on
y—y0=k(x—x0) ‘(xo,y0)=(2,—l), k=-3
y—(—1)=—3(x—2)
y+1=-3x+6
y==3x+5
3x+y-5=0

Pisteen (8,2) etiisyys suorasta 3x+y—5=0 on

d_‘ax0+by0+c‘ a=3,b=1,¢c=-5
\/a2+b2 x0:89y0:2
_[3-8+1.2-5

V32412
21 Y 21 2110

J10 JIo 10

Vastaus  Etiisyys on 1\/5.
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Piirretddn mallikuva.

J

c(-2,3 ::::i;77
\\/

B (4,4)

o

A(4,-3)

Valitaan kannaksi sivu AC =a . Sivun a pituus on

a= \/sz +Ay2
21 G- (3) = 6
=\9+36=/45=19-5=35

a) Korkeus / on pisteen B etdisyys kannasta eli pisteiden 4 ja C
kautta kulkevasta suorasta.

Suoran kulmakerroin on k£ = 2Y_ =—=-2
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Suoran yhtilo on

Y=Xo :k(x_xo) ‘ (xmyo):(_2:3)3 k=-2
y=3=-2(x+2)

y—3=-2x-4

2x+y+1=0

Pisteen (4,4) etiisyys suorasta 2x+ y+1=0 on

_‘ax0+by0+c‘ a=2,b=1,c=1

Ja' + b’ X, =4, y, =4
Cdvasll P13 1345

NCOFS TN

b) Kolmion 4BC pinta-ala on

13 135

Vastaus  a) Korkeus on — =
NEE

b) Ala on 19% (pay).
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Tapa 1

Olkoon (x,,y,) piste, jonka etiisyys suorasta
3x+4y—-4=0 on 2.

Piste (x,,,) toteuttaa yhtilon

V32 + 47
3x, +4y,—4
X0 5y0 )

Jos b >0, niin

3x. + 4y — 4= 10
U s dl=b<a=b tai a=—b

>0
3x,+4y,—4=10 tai  3x,+4y,—4=-10
3x,+4y,—14=0 tat  3x,+4y,+6=0

Ratkaisuna ovat tismaélleen ne pisteet (xo, yo) , jotka toteuttavat
yhtélon 3x, + 4y, —14=0 tai 3x,+4y,+6=0.

Jos ratkaisupistettd merkitéén (x, ), niin ratkaisuna ovat suorat
3x+4y—-14=0 ja 3x+4y+6=0.

Tapa 2

Pisteet, joiden etdisyys suorasta 3x +4y—4 =0 on 2, muodostavat

kaksi tdimén suoran kanssa yhdensuuntaista suoraa. Kaikkien
suoran 3x+4y—4 =0 kanssa yhdensuuntaisten suorien yhtalot
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ovat muotoa 3x+4y+c=0, ceR , koska niilld on sama

kulmakerroin & = —%.

Madritetddn sellainen vakio c, ettd suorien vélinen etdisyys on 2.
Valitaan suoralta 3x + 4y —4 =0 jokin piste.

Kun x =0 niin y =1, joten piste (0,1) on suoran piste. Koska
pisteen (0,1) etdisyys suorasta 3x +4y +c =0 on 2, saadaan

yhtilo
|3-0+4-1+c|_2
V3% + 42
|4+c|:2
5
4tcl=10 Jos b >0, niin
+cl=
3 lal=b=a=b tai a=-b

44¢c=10 tar 4+c=-10
c=6 tai c=-14

Suorien yhtdlot ovat 3x+4y+6=0 ja 3x+4y—-14=0.

Vastaus  Pistejoukko muodostuu kahdesta suorasta, joiden
yhtdlot ovat 3x+4y—14=0 ja 3x+4y+6=0.
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Koveran kulman puolittajan mielivaltainen piste (xo, yo) on yhté
etddlld kulman kyljistd. Saadaan yhtilo

‘Sxo + ¥ —1‘ B ‘7x0 -4y, +3‘

Ve 7 ()
‘8x0+y0—1‘:‘7x0—4y0+3‘ ‘\/@

J65 J65

‘8x0 + ¥, —1‘ :‘7x0 -4y, +3‘

lal =1b] =
a=b ja a=-b
8xyg +y, —1=Tx, -4y, +3 tai 8x0+y0—1:—(7x0—4y0+3)

Xy +5y,-4=0 tar 15x, -3y, +2=0

Ratkaisuna ovat tdsmaélleen ne pisteet (xo, yo) , jotka toteuttavat
yhtélon x, +5y,—4=0 tai 15x, -3y, +2=0.

Jos ratkaisupistettd merkitéén (x,y), niin ratkaisuna ovat suorat
x+5y—-4=0 ja 15x-3y+2=0.

Vastaus  Suoratovat x+5y—4=0 ja 15x-3y+2=0.
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556 Jos ratkaisupistettd merkitdin (x, y), niin ratkaisuina ovat suorat
3 e 4 x+y+1=0ja 7x—T7y+1=0 elisuorat y=—x—1 ja ja
Muunnetaan suoran y = Zx yhtilo yleiseen muotoon. |
=x+—.
4 7
3 Suorien védlinen kulma on muodostuvista kulmista pienin, joten
y="x |-4 : : . ot JOTETL
4 tutkitaan kumpi saaduista kulmanpuolittajista kelpaa ratkaisuksi.
4y =3x Piirretddn mallikuva.
3x—4y =0 N

Koveran kulman puolittajan mielivaltainen piste (xo, yo) on yhta - \?5 —p--
etddlld kulman kyljistd. Saadaan yhtilo

3, — 4y, :\4x0—3y0+1\

3?4+ (—4%) & +(=3)

[3x, —4yy| _ [4x, =3y, +1]
5 5

|5

lal = bl =

[3x, —4v,| =[4x, =3y, +1] a=b tai a=-b

Lasketaan suorien kulmakertoimet.

3x,— 4y, =4x, -3y, +1 tai  3x,—4y, =—(4x, -3y, +1) L: y=2x L. 4x—3y+1=0
—X, =Y, —1=0 tat 7x,—-7y,+1=0 4
X, +y,+1=0 tai 7x,—7y,+1=0 y=§x+%
3 4
k, =~ ky, =—
1 4 2 3
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Tapa 1 Suorien /; ja [, vilinen kulma on muodostuvista kulmista pienin

eli «(/,,,)=16".
Suorien suuntakulmat saadaan yhtédlosti tana =k . ( : 2)

3 4 Pienimmin kulman puolittaja on suora
== =— I .. . .
tana, 4 tana, 3 y=x+ P eli 7x—7y+1=0, silld voidaan paatella, ettd

@, =36,869... @, =53,130.. kulmanpuolittajan on oltava nouseva suora:

Suorien vilinen kulma on Kulmanpuolittajan suuntakulma «, on
<):(Zl,lz)=a2—al:53,130...°—36,869...° <I(l / )
L a,=a +—2
=16,260..." =16 2
=36,869..." +8,130...
Tapa 2 _ 45"
Suorien vilinen kulma o saadaan yhtilosta
k, —k, 3 4 . il :
tan o = k==, k, =— Toisaalta suoran suuntakulma saadaan yhtdlosti tan o = k, joten
1+ kik, 4 3 kulmanpuolittajan kulmakerroin on
3_4 _7 ‘ . k=tana,
4 3 12
t = = — °
an o 1 34 Y k =tan45
+ ——
4 3 k=1
<):(l1 alz) =a =16,260.." =16’ Siis kysytty kulmanpuolittaja on suora 7x -7y +1=0

Vastaus  Kulmanpuolittajaon 7x—7y+1=0.
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Koveran kulman puolittajan mielivaltainen piste (xo, yo) on yhté

etddlld kulman kyljistd. Saadaan yhtilo
2x, =2y, +5| |5x,+5y, -7

V22 +(=2) V5 +5
‘2x0 -2, +5‘ B ‘SXO +5), —7‘
NCENET
‘2x0 -2, +5‘ B ‘Sxo +5y, —7‘
22 52

52x, =2y, +5|=2[5x, + 5y, - 7|

1042

|15|=5, [2=2
|lallb] =abl

15l/2x, =2y, + 5| =12l|5x, + 53, - 7|
|10x, =10y, + 25| =[10x, + 10y, —14]
10x, =10y, +25= i(leO +10y, —14)

‘|a|:|b|<:>a:ib

20y, =39 tai  20x, =11
P oot
07507 20 °= 770

Ratkaisuna ovat tdsmalleen ne pisteet (x,,y, ), jotka toteuttavat

19 . 11 o e
yhtélon y, = 12—0 tai x, = 20 Jos ratkaisupistettd merkitdan

(x,y), niin ratkaisuna ovat suorat y = 12 ja x= i :
20 20
Vastaus  Suorat ovat y = 1E ja x= —E.
20 20
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Muunnetaan suorien yhtilot yleiseen muotoon.

y:x+8 y:—lx+2
2 2

2y=x+8 2y=—x+4

x—2y+8=0 x+2y—-4=0

Koveran kulman puolittajan mielivaltainen piste (x,,y,) on yhté
etddlld kulman kyljistd. Saadaan yhtilo

‘xo -2, +8‘ B ‘xo +2y, —4‘

Jer(y e

lx) =2y, +8]=|x, + 2y, — 4|

-
lal =16l = a=b tai a=-b

Xo =2V, +8=x,+2y, -4 tai x,—2y,+8=—(x,+2y,—4)
Xo =2y, +8=x,+2y, -4 tai

—4y, =-12 tai

Xo =2y, +8=—x,—-2y,+4

Vo=3 tai

Ratkaisuna ovat tismaélleen ne pisteet (xo, yo) , jotka toteuttavat
yhtdlén y, =3 tai x, =-2. Jos ratkaisupistettd merkitéddn (x,y),

niin ratkaisuna ovat suorat y =3 ja x=-2.

Vastaus  Kulmien puolittajina ovat suorat y=3 ja x=-2.
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Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut

Piirretddn mallikuva.

RGO

N

Tapa 1

R

4 ‘B;(a.l_‘ )

Maiiritetdén pisteiden A4 ja C seka pisteiden A4 ja B kautta
kulkevien suorien /; ja [, yhtélot.

Suorien kulmakertoimet ovat

Lo k=L
AX

L k==Y
AX

Ye—Y,_ 3-1

Xo—X, “1-(22)
Yo=Y, _ 1212 1

x,—x, 2-(2) 4 2

Suoran /, yhtil6 on
y—yozk(x—xo) ‘k:2, (xo,yo):(—2,1)
y-1=2(x-(-2))
y—1=2(x+2)

sivu 250 e Péivitetty 22.2.2006

y=2x+4+1
y=2x+5
2x—-y+5=0

Suoran /, yhtilo on

y—yO:k(x—xO)

—— (sm)=(-2.)

1
y—1= 2(x+2)
1
Y= 2x
x+2y=0

Koveran kulman puolittajien mielivaltainen piste (xo, yo) on yhta
etddlld kulman kyljistd. Saadaan yhtélo

‘2x0 - ¥, +5‘ ‘xo +2y0‘ NG
= 5
ey P2 ‘
‘Zxo—y0+5‘:‘x0+2yo‘ ‘|a|:|b|<:>a:b tali a =—b

2x, -y, +5=x, +2y, tai 2x0—y0+5:_(x0+2y0)
2xy =y, +5=x,+2y, ta1 2x, -y, +5=-x, -2y,
Xy =3y, +5=0 tai 3x,+y,+5=0
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Suorien /, ja [/, muodostamien kulmien puolittajat ovat siis

o . 90 . :
suorat x—3y+5=0 ja 3x+y+5=0 eli suorat Kulman BAC puolittaja muodostaa siis kulman - = 45° suorien

15 35 I, ja I, kanssa. Merkitdadn kulmanpuolittajasuoran
I Ex i 3 ) y=mams. kulmakerrointa kirjaimella £ .Kulmanpuolittajasuoran yhtédlé on

Kolmion ABC kulman BAC puolittaja on kolmion sisilld, joten ‘ k=k, (xo, yo) =(-2.,1)
valitaan saaduista kulmanpuolittajista se, jonka kulmakertoimen

arvo on suorien /, ja /, kulmakertoimien arvojen vilissé eli

y_yo:k(x_xo)
y—lzk(x—(—Z))
y=kx+2k+1

e |1
valilla ——,2[. kx—y+2k+1=0

2

1 1 . 1 . Suorien vilisen kulman « tangentti on
—e |——,2| ja -3¢ |——,2|,]joten
3 1 2 2 k, —k, o =45
o tana = |———
kulman BAC puolittaja on suora x—3y+5=0. 1+ kk, k=2, k,=k
Tapa 2 i tan45 =1
tan450 = ‘ a |a|
Madéritetddn pisteiden 4 ja C seki pisteiden 4 ja B kautta +2k b = m
kulkevien suorien /, ja [, kulmakertoimet. | |
2—k
[ oY _Yemya_ 3-1 |1+ 2k
1 1
ax  xe-x, -1-(-2) 1+ 2kl =2~ &l lal=lbl > a=b tai a=-b
Lo k=Y Yemyy 17l 2 1 142k=2-k tai 142k=—(2-k)
ax xy-x, 2-(-2) 42 14+2k=2—k tai 1+2k=-2+k
Koska kl-k2:2-(—%j:—l,ovat I L. 3k=1 tai k=-3
k= 1 tai k=-3

3
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Kolmion ABC kulman BAC puolittaja on kolmion sisilld, joten

valitaan

saaduista kulmanpuolittajista se, jonka kulmakertoimen

arvo on suorien /; ja [, kulmakertoimien arvojen vilissé eli

vililla

_192{
2

—1,2{ ja —365}—1,2{,j0ten
2 2

kulman BAC puolittaja on suora

y=%x+2%+1 eli x-3y+5=0.

Vastaus

Kulmanpuolittaja on x-3y+5=0.

tehtdvien ratkaisut
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Tapa 1 L
Muunnetaan suorien yhtélot yleiseen 04\
muotoon. | '

l,: x—akselielisuoray =0

l,: y=-2xelisuora2x+y=0

¥
*
(0

Koveran kulman puolittajan mielivaltainen piste (x,,y,) on yhti
etddlld kulman kyljistd. Saadaan yhtélo

_ 70l
V22412 JoR 412

‘2x0 +y0‘ B

5
NERING

lallb] =abl

‘2)“0 "‘yo‘ :\/g‘yo‘

lal =|bl < a=b tai a=-b

‘2)50 "‘yo‘ :‘\EJ’O‘

25, + ¥ =5, tai 2%, + ¥o =5y,
2x0+y0—\/§y0=0 tai 2x0+y0+\/§y020
25, +(1-45) y, =0 tai 2x,+(14+5)y, =0
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Suorien /, ja [/, muodostamien kulmien puolittajat ovat siis
suorat

2x+(1-+5)y

1+\/§) o)

Il
S

ja 2x+(1+\/§)y=0
1-/5) D)

=— X
4 1+\/§

X ja

y=—m ik a

. . 1-45
2 ja o r=—",

X

Kysytty tylpdn kulman puolittaja on nouseva suora, joten

saaduista kulmanpuolittajista vain y = x kelpaa, silld sen

kulmakerroin on positiivinen.

Suora y =

x on tylpin kulman vieruskulman puolittaja.

Kulmanpuolittajasuoran kulmakerroin on

1+\/§

2

k= =1,61803...~1,62.

Tapa 2

Merkitdédn kysyttyd kulmakerrointa kirjaimella k.

sivu 253 e Péivitetty 22.2.2006

Talloin kulmanpuolittajansuoran yhtdlo on

y—yozk(x—xo) ‘k:k, (xo,yo):(0,0)
y-0=k(x-0)

y=hx
Piirretdan mallikuva.

Olkoon suoran y = kx suuntakulma o .
Talloin k =tana ja k>0, silld kysytty
tylpan kulman puolittaja on nouseva
suora. Suorien y=kx ja y=-2x

vilinen kulma on my6s «, silld suora
y = kx puolittaa tylpin kulman.

Suorien vélisen kulman « tangentti on

k —k, tana =k
tang = |————
1+ k k, k =k, k,=-2
p e k—(=2)
1+k-(=2)
k+2
k| =
1-2k
|kl 2kl =1k + 2 |lallb] = labl
ke — 2k%| =k + 2| |lal =1bl = a=b tai a=-b
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k—2k*=k+2 tai k—2k*=—(k+2)

k—2k2:k+2 tal k_2k2:_k_2
_2k2:2 tai 2k2_2k—2:0 ‘2
kZ:—l tai kz—k—l:O
2
+4/(=1)"=4-1-(—
ei ratkaisua k:l—‘/( 1) —4-1-(-1)
2-1
+
lc:l_\/g
2
k= 1+2\/§ > 0 kelpaa
k=1_2\/§<06i kelpaa
14+/5

Kulmakerroin on siis & = =1,61803...~1,62.

2

1+\/§

2

Vastaus  Kulmakerroin on & = ~1,62.

sivu 254 e Péivitetty 22.2.2006
561 'a A e
Or1fc.gc-)'n kautta kulkevan suoran / P (0, 6) La, Aﬂ
yhtilo on
y=kx -2
kx—y=0 X

Pisteen P(0,6) etiisyys suorasta / on 2, joten saadaan yhtild

a=k, b=-1, ¢c=0
x,=0, y,=6

‘axo + by, +c‘ _
Na* +b°

[k-0-1-6+0] _
K+ (1)

2

3
%,—/ ?O_J
k*+1=9
k* =8

k=422

Vastaus  Suorat ovat y = 2\2x ja y= —2\2x.
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562 563

Olkoon (x,,y,) kysytylld suoralla oleva piste. Pisteen (0,0) etéisyys suorasta (¢ —3)x+ay++/17 =0 on 1,

Piste on yhté kaukana suorista joten saadaan yhtalo

3x-3y+2=0ja —x+y—-1=0 ‘(a 3)-0+a- O+\/—‘

\/ (a- 3) +a’
Saadaan yhtélo

/)/ 1 Vil
\3x0—3y0+2\ v 4 ‘:u-;-s\*-l o | Ja* —6a+9+a’
bt
V32 +(=3)7 (=) 41 “4 V2a7 —6a+9 =17 @5

3%, =3y, +2| |-x,+y, -1 > >
Bro =3, 02| [+ 18(=312) ° °

Ji8 V2 2a° —6a+9=17

= 3]
3x, -3y, +2|=3|-x, +y, -1 20> —6a-8=0 :2
‘ 0 Yo ‘ ‘ 0 yO ‘ |a||b|:|ab| a a ‘
‘3x0—3y0+2‘:‘—3x0+3y0—3‘ lal=|bl < a=b tai a=-b a’-3a-4=0
2
3x, — 3y, +2=-3x, +3y, -3 tai 3x, -3y, +2=3x, -3y, +3 a:3iJ(—3) —4.1-(-4) _3+425
—6y, =—6x, -5 tai 2=3 aina epatosi 2-1 2
i i ratkai a——3+5—4 taia——3_5——1
Vo =X, +g tai ei ratkaisua > >

: . 5
Ratkaisuna on siis suora y = x + r

5 Vastaus a=-1 tata=4
Vastaus  Suoraon y=x+ g )



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdavien ratkaisut

564

Muunnetaan suoran yhtilo yleiseen muotoon.

-33
y:]cx—3 (303 su_,s
kx—y-3=0

Saadaan yhtalo
|k-(—3)—1-3—3|_3.|k-3—1-(—3)—3| e

Vi +(=1)° Vi +(=1)°
3=|3
| -3k — 6 = 3|3k 3
|allbl =lab|
|—3k — 6] =|3- 3k] la| = bl =
a=>b tai a=-b

—3k-6=9k tai -3k-6=-9k
—12k=6 tai 6k =6

k=—l tai k=1
2

Suoran yhtilo on y:—%x—?a tai y=1-x-3

1 :
Vastaus  Suorat ovaty:—ax—?; ja y=x-3.
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Merkitddn kysyttyjen suorien kulmakerrointa kirjaimella 4.
Suorat kulkevat pisteen (—1,—2) kautta, joten niiden yht&lot ovat

y_yo:k(x_xo) ‘k:k’ (xoayo):(_la_z)
y—(2)=k(x-(-D)
y+2=kx+k
kx—y+k—-2=0
Pisteen (2,—1) etdisyys suorasta on 1. Saadaan yht&lo

k-2-1-(-D+k-2|
=1 NE +1
Vi +(=1)° ‘

Bk—1l=VE+1 ()
H/_/

—_——
20 20

2
Gk-1" =(Vi* +1)
9k —6k+1=k>+1

8k* —6k=0
2k(4k-3)=0 ‘ Tulon nollasianto
2k =0 tai 4k-3=0
k=0 tai k:E
4
Suorat ovat
0-x—y+0-2=0 tai gx— +§—2—0 ‘-4
Y 4 Y 4
y=-2 tai 3x-4y-5=0

Vastaus  Suoratovat y=-2 ja 3x—4y-5=0.
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Valitaan suoralta 3x — y +3 =0 mielivaltainen piste P =(x,,y, ) .

Piste P on suoralla, joten sen koordinaatit toteuttavat suoran
yhtdlon y =3x+3. Siis piste P =(x,,3x,+3).

au+*+3=0
P DXy 3
G
:10‘ ,‘._31(-.-.0
r-. L

.---—-—-—-'—"'"t!""———___
N"/"/
Plxe ‘\;-\

Pisteen P etdisyys suorasta x—y+1=0 on 232 , joten saadaan
yhtalo

\1.x0—1.(3x0+3)+1\_2ﬁ
VI +(=1)’

%, =3x, =3 +1|
=242 2
N V2 |

[-2x, —2|=4

lal=b<=a=b tai a=-b

—2x,—2=4 tai —2x,-2=-4
X, =-3 tai x, =1

y,=3-(3)+3=—-6 tai y,=3-14+3=6

Piste P on (-3,-6) tai (1,6).

Vastaus  Pisteet ovat (1,6) tai (-3,-6).
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Muunnetaan suoran y = x + ¢ yhtilo yleiseen muotoon.

y=x+c
x—y+c=0

Pisteen etdisyys suorasta —kaavan avulla saadaan epiyhtélo

|1-(—2)—1-3+c|<2\/§

VI +(=1)

|—5 + c|
< 2\/5
V2

5+cl<2(v2)

|-5+c|<4

‘-\/5(>0)

|lal<b, b>0=—-b<a<b
—4<-5+c<4 |+5

I<c<9

Vastaus  Arvoilla 1<c<9.
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Muunnetaan suoran yhtélo yleiseen muotoon.

568
y=2x+b"
2x—y+b> =0

Pisteen etdisyys suorasta —kaavan avulla saadaan epayhtalo

2
2.1-1-1+b |>I

5
22 4(-1)
2
|1:r/§ |>\/§
b2 +1]>5
b*+1<-5 tai
b* <-6 tai

ei ratkaisua

Vastaus

-\/§>O

lal>b, b>0<=

a<-b tai a>b
b’ +1>5
b*—4>0
nollakohdat
b*-4=0
b* =4

b=12
kuvaaja

+ +

—a S is

b<-2 tai b>2

Arvoilla b<-2 tai b>2.
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Lénsireunaa kuvaa suora /;: 4x-3y+9=0
Suora leikkaa x-akselin kohdassa, missd y =0. Saadaan yhtilo

4x+9=0 P
9 1 y 4

4 4 7Y (xeigy)

L c2ap) / g
L/
1

2

Valitaan itdreunaa
kuvaavalta suoralta /,

piste (x5, ¥, )-

X W

. , . 30 -
Pisteen (xo, yo) etdisyys suorasta /, on 30 m eli — yksikkda,

joten saadaan yhtilo

4x,-3y,+9 30

J16+9 100
4 =3y, +9_ 3 “5
5 10
3 Jos b >0, niin

4x, -3y, +9|=—=
0>V 2 lal=b<a=b tai a=—b
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4x, -3y, +9=% tai  4x, —3y0+9:—%

4x, -3y, +%=0 tai 4x0—3y0+%20

Merkitédn (x,,y,)=(x,y), silld ratkaisupisteeksi voidaan valita

myds piste (x,y).

Moottoritien itdreunaa kuvaava suora on siis joko

S: 4x—3y+7%20 tai

t:4x—%HJO%:O

Tutkitaan, kumpi suorista kelpaa vastaukseksi.

Suora s:
4x—3y+7%=0 -2
8x—-6y+15=0

Suora leikkaa x-akselin kohdassa, missd y =0. Saadaan yhtélo
8x+15=0
s}

8

x:—lz>—2l
8 4

X =

tehtdvien ratkaisut
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Siis suora s on suoran /, itdpuolella, joten se kelpaa.

Suora t:
4x—$HJO%:O -2
8x—6y+21=0

Suora leikkaa x-akselin kohdassa, missd y =0. Saadaan yhtilo

8x+21=0
21
X=——
8
x=—2§<—2l
8 4

Siis suora ¢ on suoran /; linsipuolella, joten se ei kelpaa.

Vastaus  Suoran yhtdlo on8x -6y +15=0.
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570 13(5a* ~10a +10) =16a" +24a +9
Valitaan suoralta y =2x mielivaltainen piste. Esimerkiksi 65a° —130a +130=164" +24a +9
piste (@,2a) on suoralla, silld sen koordinaatit toteuttavat suoran 494% =154 +121=0
yhtélon.
Pisteen (a@,2a) etdisyys pisteestd (—1,3) on 154 + \/(_154)2 _4.49.121 154 11 14
a = = = = |—
2-49 9% 7 7
Jax® +ay’ = \/(a — (—1))2 +(2a-3)°
1 22 1
=\(a+1)" +(2a-3)’ 2a=2-—="2=3—
Ja+ 1 +(2a-3) ==

Pisteen (a,2a) etiisyys suorasta 2x—3y—3=0 on 41
Piste on (1—,3—).

77
2-a-3-2a-3| |-4a-3|

V22 +(=3)° NE

Saadaan yhtalo
\/ 4a—3 Vastaus  Piste on (1;,3%).
(a+1) +(2a-3) =4
J13
|-4q -3
Ja* +2a+1+4a* —12a+9 = NE)
|
J13350% —10a +10 =|-4a - 3| ()

>0 >0
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Merkitdén piste C = (a,—gaj , silld piste C sijaitsee
suoralla y = —gx. Piirretddn mallikuva.

N¥
C (a‘__'%,o)

Kolmion ABC kanta on

4Bl =a = Jax’ +ay" =y/(3=0) + (0= (=1))* =10

Maédritetdéan pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran yhtilo.

Kulmakerroin & =2 =ﬂ=l.
ax 0-3 3

sivu 261 e Péivitetty 22.2.2006

Suoran yhtdlo on
1
y—yO:k(x—xo) (xo,y0)=(3,0), k=§

1

~0=—(x-3)
Y73
1
=—x-—1 -3
V=3 |
x—=3y-3=0

Kolmion pinta-ala 4 = a_h

J10 -4

2

, joten korkeus / saadaan yhtdlosta

=10

195 10

J10

: : 4 :
Toisaalta korkeus /4 on pisteen C = (a,—gaj etdisyys suorasta

=210

h:

x—3y—-3=0, joten saadaan yhtalo

1-a—3-(—:aj—3‘
V1+(=3)° -i0

S

=210 |10

‘—a 3‘ lal=b, b>0 a=b tai a=-b
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Ha—3:20 tai Ea—3=—20
5 5
1—7a =23 tai 1—7a =-17
5 5
23-5 ) -17-5
a=—- tai a=—
17 17
JEIERAE S
17 17

Pisteen y-koordinaatti saadaan sijoittamalla muuttujan a arvot

4
lausekkeeseen —Ea )

Pisteen y-koordinaatti on

4115 92 7 4
T B N A SN e
YRS T T T T YT

Piste C on siis (—5,4) tai (62,—Slj
17 17

Vastaus  Piste C on (=5,4) tai (62,—51)
17 17
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a) Piirretdén suora x =1. v
Tapa 1

Epédyhtdlon x <1 toteuttavat ne xy- 1t
tason pisteet, jotka ovat suoran x =1
vasemmalla puolella tai suoralla.

._.
>y

Tapa 2
Valitaan testipisteeksi origo (0,0). Sijoitetaan koordinaatit
epayhtdloon. Vasen puoli on 0 ja oikea puoli on 1. Koska 0 <1,
piste toteuttaa epiyhtédlon, joten ratkaisuna on se puolitaso suora
x =1 mukaanlukien, johon origo kuuluu, siis suoran x =1
vasemmalle puolelle jadvi alue ja suora x=1.

b) Piirretddn suora y =-2 Y4

katkoviivalla, koska suoran pisteet eivit 1

toteuta epayhtaloa. ! .
Tapa 1 1 X
Piirretdén suora y = -2 katkoviivalla. y=-2

Epdyhtilon y > -2 toteuttavat ne xy-

tason pisteet, jotka ovat timén suoran yldpuolella.
Tapa 2

Valitaan testipisteeksi origo (0,0). Sijoitetaan koordinaatit

epayhtdloon. Vasen puoli on 0 ja oikea puoli on —2. Koska
0> -2, niin piste toteuttaa epayhtdlon, joten ratkaisuna on se
puolitaso, johon origo kuuluu, siis suoran y =-2 ylapuolinen

alue.
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¢) Piirretddn suora y =2x—1 y4 /
katkoviivalla, koska suoran pisteet eivit ,/,
toteuta epayhtiloa. A
Tapa 1 .l i

,I
Epdyhtilon y >2x —1 ratkaisuun i 1 X
kuuluvat kaikki ne xy-tason pisteet, jotka /
ovat suoran y =2x—1 yldpuolella. dy=2x-1
Tapa 2

Valitaan testipisteeksi origo (0,0). Sijoitetaan koordinaatit
epdyhtdloon. Vasen puoli on 0 ja oikea puolion 2-0—-1=-1.
Koska 0> —1, niin testipiste toteuttaa epayhtdlon, joten
epdyhtdlon ratkaisuna on se puolitaso, johon origo kuuluu, siis
suoran y =2x —1 yldpuolinen alue.

d) x+y+2<0 eli y<—-x-2.Piirretddn suora y=—x—-2.
Tapa 1 y

y=—x-2
Epdyhtdlo y <—x—2 toteutuu suoralla \ 1
y=-x—2 jasen alapuolisissa tason ks
pisteissa. \ R et
Tapa 2

Valitaan testipisteeksi origo (0,0). \

Sijoitetaan koordinaatit epayhtidloon.

Vasen puoli on 0+0+2 =2 ja oikea puoli on 0. Koska 2<0 on
epatosi, niin testipiste ei toteuta epayhtdlod, joten epayhtilon
ratkaisuna on se puolitaso, joka ei sisilld testipistettd, siis suoran
y =—x—2 alapuolinen alue suora mukaan lukien.
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a) x—2>0 eli x>2

Piirretddn suora x—2=0 eli x=2 -

katkoviivalla.
Tapa 1

Epéyhtdlo toteutuu suoran oikealla
puolella olevassa xy-tason osassa.

—
>

>
]
A8

Tapa 2

Valitaan testipisteeksi origo (0,0). Sijoitetaan koordinaatit
epayhtdloon. Vasen puoli on 0—2 =-2 ja oikea puoli on 0.
Koska —2 >0 on epétosi, niin testipiste ei toteuta epayhtiloa,
joten epdyhtédlon ratkaisuna on se puolitaso, joka ei sisdlla
testipistettd, siis suoran x =2 oikella puolella oleva alue.

b)3—y<0 el y>3

Piirretddn suora 3—y =0 eli y=3. 7

Tapa 1

Epéyhtdlo toteutuu suoran yldpuolella y=3

olevassa xy-tason osassa suora mukaan 1

lukien. : -
1 X

Tapa 2

Valitaan testipisteeksi origo (0,0) ja sijoitetaan koordinaatit

epayhtdloon. Vasen puoli on 3 -0 =3 ja oikea puoli on 0. Koska
3 <0 on epdtosi, niin testipiste ei toteuta epayhtilod, joten
epdyhtdlon ratkaisuna on se puolitaso, joka ei sisdlla testipistettd,
siis suoran y =3 yldpuolella oleva alue suora mukaan lukien.
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: : 1
c) x+2y+6=>0 eli 2y>—x—-6 eli yZ—Ex—3

. 1
Piirretdédn suora y = —Ex -3.

Tapa 1

¥

1

tehtdvien ratkaisut

Epidyhtilo toteutuu suoralla \
1

y= —Ex —3 ja sen ylapuolella olevassa

Xy-tason osassa.

Tapa 2

Valitaan testipisteeksi origo (0,0). Sijoitetaan koordinaatit

alkuperdiseen epdyhtdloon. Vasen puolion 0+2-0+6=6 ja
oikea puoli on 0. Koska 6 > 0, niin testipiste toteuttaa
epiyhtdlon, joten epayhtdlon ratkaisuna on se puolitaso, joka

sisdltdd testipisteen ja suoran x+2y+6=0.

1
d) v<—x-2
)y3

. 1
Piirretddn suora y = Ex -2

katkoviivalla. 1

Tapa 1

Epédyhtdlo toteutuu suoran alapuolella __----
olevassa xy-tason osassa.

Tapa 2

Valitaan testipisteeksi origo (0,0) ja sijoitetaan koordinaatit

sivu 264 e Péivitetty 22.2.2006

alkuperdiseen epayhtidloon. Vasen puoli on 0 ja oikea puoli on

1 — .. :

3 0—-2=-2.Koska 0< -2 on epétosi, niin testipiste ei toteuta
epayhtilod, joten epayhtilon ratkaisuna on se puolitaso, joka ei
sisdlla testipistettd, siis suoran y = gx — 2 alapuolella oleva alue,

mutta suora ei kuulu alueeseen.
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a) Y4 4 y=2
b
x>1 L
|2 e
Epiyhtils x> 1:
Piirretiadn suora x =1 katkoviivalla. gx=1

Ratkaisualueena on suoran x =1 oikella

puolella oleva puolitaso.

Epdyhtilo y<2:

Piirretddn suora y =2. Ratkaisualueena on suoran y =2 pisteet

ja sen alapuolella oleva puolitaso.
Epéyhtiloparin ratkaisuna on alue, jossa kumpikin epayhtél6é on
voimassa. Alueen reunalla ratkaisuun kuuluvat suoran y =2

pisteet, mutta eivit suoran x =1 pisteet.

y
x=0 \
y=0 1\
y=-3x+2 .

Epédyhtdlot x>0 ja y>0: X%—'ﬁm? -
Ratkaisualueena on xy-koordinaatiston I

neljdannes koordinaattiakseleineen.

Epdyhtilo y>-3x+2:

Ratkaisualueena on suora y =—-3x+ 2 ja sen yldpuoliset pisteet.

b)

Epédyhtdlon ratkaisuna ovat ne I neljainneksen pisteet, jotka ovat
suoralla y =—-3x+2 ja sen yldpuolella.

sivu 265 e Péivitetty 22.2.2006
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a) 51“
x—3<0  [xZ3 5
eli 1 X
y+4>0 y>-4
Epéayhtdlo x <3: -
Piirretddn suora x = 3. Ratkaisualueena @ -~ - dm s
on suora x =3 ja sen vasemmalla 3

puolella oleva puolitaso.

Epéayhtilo y>—4:

Piirretdéin suora y =—4 katkoviivalla. Ratkaisualueena on suoran
y =—4 yldpuolinen puolitaso. Epdyhtidloparin ratkaisuna on alue,

missd molemmat epayhtilot toteutuvat. Reuna x =3 kuuluu
mukaan, mutta reuna y =—4 ei kuulu.

b)

{ x—y+4<0 oli {—yﬁ—x—4 i {y2x+4
2x+y—-1>0 y>-2x+1 y>-2x+1
Epéyhtdlo y > x+4:

Ratkaisualueena on suora y =x+4 ja sen
ylapuolella olevat pisteet.

Epayhtdlo y>-2x+1:

Ratkaisualueena on suoran y =—-2x+1

y=x+4

ylapuolella olevat pisteet.

Epidyhtiloparin ratkaisuna on alue, joka on N =
suorien y=x+4 ja y=-2x+1 ylapuolella. Vroxi

Reunoista suoran y = x +4 pisteet kuuluvat alueeseen, mutta
suoran y =-2x+1 pisteet eivit kuulu.
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x—y+1000>0 y<x+1000 Sijoittamalla pisteet suoran yhtdloon 7x —13y + 8 =0 saadaan

1 . 1
V> 75 x*2000 eli Jy>——ux+2000 Piste (~14,-7) 7-(~14)—=13-(~7)+8=-98+91+8=1>0
< Piste (10,6 7-10-13-6+8=70-78+8=0
Sr+4y<20000 | 5. oo ste (10,6)
4 Piste (0,3) 7-0-13-3+8=0-39+8=-31<0

Epidyhtédlo y <x+1000 toteutuu suoran y =x+1000 Piste (7,4) 7.7-13-4+8=49-524+8=5>0

alapuolisessa puolitasossa suora mukaan lukien.
Siis piste (10,6) on suoralla 7x—13y +8=0 ja muut sen

Epayhtild y > 1 x + 2000 toteutuu suoran y = 1 x + 2000 ulkopuolella. Pisteet ovat samalla puolella suoraa, jos ylld lasketut
2 2

arvot ovat saman merkkisid, joten pisteet (—14,-7) ja (7,4) ovat

yldpuolisessa puolitasossa. suoran samalla puolella.

Epdyhtilo y < —%x + 5000 toteutuu suoran y = —%x +5000

alapuolisessa puolitasossa suora mukaan lukien. Vastaus  Piste (10,6) on tehtévin suoralla. Pisteet

(-14,-7) ja (7,4) ovat samalla puolella tité suoraa.
y= h%x + 5000

\yn
-1y 4+ 2000
2

y=x+ 1000

y:
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Pisteiden (6,-3) ja (2,3) méddrddma suora:
ey 33 63

Ax 6-2 4 2
y—y0=k(x—x0)

3
—3=-=(x-2)
4 2

3
=——x+6
Y7

Pisteiden (—2,-3) ja (2,3) méirdama suora:
ey _3-3_-6_3
ax —2-2 -4 2

y—yozk(x—xo)

3
-3==(x-2)
YT
3.
4 2
Pisteiden (—2,-3) ja (6,—-3) miirisimai suora:
y=-3
yS—§x+6
32 3x+2y<I12
Vastaus y< Ex eli {3x-2y>0
y=-3 y=z-3

Sivu 267 e
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a)

‘ﬂ<2
-2<y<?2

Suorien y =-2 ja y =2 vilinen alue,
johon suorien pisteet eivit kuulu.

b)

lx+3[>1
x+3<-1 tat x+32>1

x<—4 tai x>-2

Alueen muodostavat ne pisteet (x,),

jotka ovat suoran x =—4 vasemmalla
puolella tai suoran x =—-2 oikealla
puolella. Reunasuorat kuuluvat
alueeseen.

Paivitetty 22.2.2006

YA
______ e
I 3
| X
______ I N
| y=-2
I
YA
i
X=-4 x=-=2
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a)
‘x+y‘£4
—4<x+y<4
I —4<x+y ja I x+y<4
y>—-x—4 ja y<—x+4

Vastaavat yhtilot y=—x—4 ja y=—-x+4.

Epéayhtdlo I toteutuu suoran y =—x—4 ylipuolella ja
epayhtilo II toteutuu suoran y =—x+4 alapuolella.

Vastaus  Kuvan varjostettu alue, jossa reunaviivat ovat

mukana.

e sivu268 e Péivitetty 22.2.2006

b)

x-1<3 ja |y+2[>2

I —-3<x-1<3  ja 1

-3+1<x<3+1 ja
-2<x<4

y+2<-2 tai y+2>2

y<-4 tai y>0

Piirretddn suorat x=-2, x=4, y=—4 ja y=0.

Epédyhtalo I toteutuu suorien x =-2 ja x =4 vilisessa alueessa.
Epéyhtdlo 11 toteutuu suoran y =—4 alapuolella ja suoran y =0

ylapuolella.

Epéayhtdlot I ja II ovat yhté aikaa voimassa kuvan varjostetulla
alueella.

Vastaus  Kuvan varjostettu alue, jossa reunaviivat y =—4 ja

y =0 eivit ole mukana.

X =2 VA e 4

&
5 g




