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a)
(x-07 +(y-0) =(+7)’
x+yt=(7)
x*+y?=7=0
b)
(x-0)’ +(y—(—5))2 =6’
xz+(y+5)2 =6
x*+y*+10y+25=36
x>+ +10y-11=0
c)

(x=3  +(y-(-2)) = (—6J2
(

(x—3)2+(y+2)2:
2
x2—6x+9+y2+4y+4:§
3

x2—6x+y2+4y+13—§:0

3x° +3y" —18x+12y+37=0

Analyyttinen geometria e

‘ keskipistemuoto

‘ normaalimuoto

‘ keskipistemuoto

‘ normaalimuoto

‘ normaalimuoto

tehtdvien ratkaisut
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2) x* +y* =(7)

X’ +y'=7=0

Vastaus

b) x* +(y+5)2 =6
X’ + )" +10y-11=0
\/g 2
0) (x=3) +(y+2) [?]
3x° +3y" —18x+12y+37=0
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702 703
a) Keskipiste on (0,0) ja side on pisteiden (0,0) ja (10,0) a)
vilinen etiisyys eli 10. (x—2)"+ (y-— 8)2 =16

(x=2)" +(y-8) =4

(x-0)"+(y-0) =10
(y=0) keskipiste (2,8) , side 4

x> +y* =10 | keskipistemuoto
x>+ =100=0 | normaalimuoto b)
(x+11° +] y—71 L4
b) Keskipiste on (10,0) ja siide kuten a)-kohdassa eli 10. Y75 T3
) 1Y (2Y
2 2 _(~11 N R
(x=10) +(y—0) =107 (x—(-1D) +(y 72j ( 3]
(x—10)" + y* =10 ‘keskipistemuoto 1 2 23
5 5 keskipiste (—1 1,7—) ,sdde ——=——
¥ =20x+100+* =100 |-100 2 B3
x>+ =20x=0 | normaalimuoto

Vastaus  a) keskipiste (2,8) ja side 4
Vastaus  a) x” +y’ =10 ) piste (2,8)

x> +3y*-100=0
b) keskipiste (—1 1,7%) o side 2= 2¥3

33

b) (x—10)* + y* =10’
x>+ =20x=0



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut e sivu273 e Paivitetty 19.2.2006

704 b)

a) x*+y*—12x-8y-29=0

X +y +4x-6y—12=0 X —12x £y 8y 99—0

x> +4x +y2—6y -12=0 2426 +y2_2.y.4 59-0
X 4+2-x-2 +y2—2-y-3 -12=0 =0 =0

2 2 2 2 2 2 _

X +2-x2422 22437 -2-y3+3 -3 -12=0 X +2-x646"-6"+y —2-y-4+4"-4"-29=0

2 2 2 2
" B (x—6) —6>+(y—4) -4°-29=0

2 2 2 2 i

(x-6)" +(y—4) =81

(x—6)" +(y—4) =9
2 2

(x+2) +(y-3) =5’ keskipiste (6,4) , side 9

keskipiste (-2,3) , side 5

(x+2)" +(y-3)" =22 +32+12
(x+2) +(y-3)" =25

Vastaus  a) keskipiste (—2,3) ja sidde 5
b) keskipiste (6,4) ja side 9
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a)

x4+ 3x

x2+2-x-3
2

2

e Analyyttinen geometria e

+y2—2y

+y°=2-y-1

2 2

X"+ +3x-2y+2=0
+2=0

+2=0

2 2
X +2-x-§+(§j —(Ej +y" =2y 1+ -12+2=0
2 —

2 32
+(y—1)2:(—) +17 -2
2
2
9
—1)Y=2-1
=1 =7
2
5
+(y-1)y==2
(y=1)=7
2 \/52
oS
(-1 = %
keskipiste (——,1) , side g

tehtdvien ratkaisut

keskipiste (l,éj , side 1
22

Vastaus  a) keskipiste (

é,lj ja side ﬁ
2 2

b) keskipiste (%,%) jasade 1
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b)
4x* +4y° —4x—12y+6=0
x2+y2—x—3y+§=0
4
2 2 3_
X —x +y° =3y +5—0
1 3 3
X' =2 x— +y? =2y = +==0
2 7 4 2 2
2 2 2 2
x'—2-x —+(l) —(lj +y2—2-y-—+(§) —(2) +§:O
2 2 2 2 2
=0 -0
EROREIROE
X——| —|=| +y—=| —|=| +==0
2 2 2 2 2
1Y 3Y (1)2 (3)2 3
Xx——| +ly-—=| =|=| +|=| —=
2 2 2 2 2
1Y 3 1.9 73
X——| +|y-—=| =—+=—— =
2 2 4 4 2
1 2 2 )
x—— | +|ly—-=1 =1
2) T\

4
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a)
x4+ +2x—6y+10=0

X A+2-x 1+ =1+ )" =2.9.343"-3"+10=0
(x+1) =1 +(y-3) -3 +10=0 |+12+3*-10
(x+D" +(y=3) =12+3 =10
(x+1)2+(y—3)2 =0

Keskipiste (—1,3) ja sidde 0, joten
kyseessi on piste (—1,3).

b)
x’+y°=5y+7=0

2 2

S (5 5

X'+ -2 -—+(—j —(—j +7=0
4 4 2 \2 2

2 2 2
(x—0)2+(y—§j - gj +7=0 +(§j -7

2

(x—0)" + y—é) _2_ 28

2 4 4
2

(x—0)" + 2 =——<0

| y

>0 N 2 J

Epitosi, joten ei ole ympyra.

sivu 275 e
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c)
3x* +3y° -3x+15y+18=0 [:3

X+ )y —x+5y+6=0

2 2 2 2
x2—2-x-l+(lj —(l +y2+2'y-§+(§) —(éj +6=0
2 \2 2 2 \2 2

2 2 2
R y+é :(lj +(§j -6
2 2 2
ML (N
2) \WT2) 72
2 2 2
2 2 J2
Keskipiste [l,—é) ja sade L
27 2 V2
d)
X' =y +2x=0
x'—=2x-y"=0

Ei ole ympyri, koska termien x° ja »* kertoimet ovat eri

merkKkiset.

Vastaus a) el b) ei o) kylla d)ei
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a) Side on pisteiden (—1,3) ja (=3,1) vilinen etdisyys.

= (=1=(=3)) +3=17 =Va+4 =8B =22

Ympyran yhtilo on
2
(x—(—l))2+(y—3)2 =(\/§)
X H+2x+1+y°—6y+9=28
X+ +2x-6y+2=0

b)Séde on pisteen (—1,3) etiisyys x-akselista.
r=3

Ympyréin yhtilo on
(x+1)°+(y-3)" =3
x*+2x+1+y* —6y+9=9
x2+y2+2x—6y+1:O

c)Séde on pisteen (—1,3) etdisyys y-akselista.

r=1
Ympyran yhtilo on
(x+1°+(y-3) =12
X +2x+1+y" —6y+9=1
XX +y7+2x-6y+9=0

sivu 276 e

Vastaus
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(1)’ +(y-3)=(2v2)
X'+ +2x—6y+2=0

b)
(x+1)°+(y-3)" =3
x2+y2+2x—6y+1:O

c)
(x+1)7+(y-3)" =12
x> +y7+2x-6y+9=0
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Ympyrén halkaisija on \/(5 — (—3))2 +(-2-4)" =J64+36 =10,
joten side on r=35.

Keskipiste on (5—;3, _22+ 4j =(1,1).

Ympyrén yhtilo on
(x=1"+(y-1) =5
X' =2x+1+y" =2y+1=25
X'+ —=2x-2y-23=0

Vastaus  (x—1)"+(y—1) =5
(eli x> +y*—2x-2y-23=0)
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Olkoon 4=(-10,7) ja B=(-2,-3).

Lasketaan janan AB keskipiste. A ('IOIH A
_-10-2 6
Yo 2 P("oﬂo)
7-3
YVo=—F—=2
? B(*2r~’>‘

Siis ympyran keskipiste on P = (xo, yo) =(-6,2).

Ympyrin side on r = \/(—6 +2) +(2+3)* =+/41.

Ympyrin yhtdloé on

(x—x0)2+(y—y0)2 =I”2
(x+6) +(y—2) =(¥a1)

X' +12x+36+ )" —4y+4=41

X'+ )" +12x—4y—1=0

2
Vastaus  (x+6)" +(y—2)° —(J41)
(eli x*+y° +12x—4y—-1=0)
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X'+ —6x—-4y+4=0
X’ —6x+9+y"—4y+4=0
X =2-x343 =347 =2.y.2427 =27 +4=0 |+3°+2° -4
(x-3)" +(y-2) =3’

Ympyrin keskipiste on (3,2) ja side 3.
Lasketaan origon etdisyys ympyran keskipisteesta.

d*=3*+2*
d* =13
d= t 13

Koska d >3, niin origo on ympyrin ulkopuolella.
Talloin ympyréan etdisyys origosta on

x=d-3=+13-3~0,61

J13 -3

Vastaus
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X +x+y°=0

1
X +2-x-=+3y*=0
> y
2 2
x2+2-x-l+(lj —(lj +y*=0
2 \2 2
1 2 1 2
-y -0 4
2 2
1 2
ot 0-(3
2

Ympyrén keskipiste on (—%,Oj ja side %

0

%)2+(y—0)2=
%T+(y—0)2=

Lasketaan pisteen (1,2) etiisyys ympyrin keskipisteesti (%,Oj.

e
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Pisteen (1,2) etiisyys d ympyrin keskipisteesti on suurempi

kuin ympyrén séde, joten piste on ympyran ulkopuolella.
Siten pisteen etdisyys ympyrian kehéstd on

d—rzé—l 4
2 2 2

. 1 :
Vastaus  Keskipiste on (——,O), sdde on 5 etaisyys 2

tehtdvien ratkaisut

Sivu 279 e

Paivitetty 19.2.2006
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x> +4y° +16x-20y+1=0 |:4

x2+y2+4x—5y+i:O
X +4dx+y’
2 2
SENEI N
2 \2 2 4

2
(x+2) +(y—§j =—l+ 4)4+§
2 4

1
-5y+—==0
YTy

X +2-x-2+422 =2 +y°

4
(x+2)2+(y—§j =4740:10:(\/E)2

Keskipiste on (—2,2%) ja

sdde on r:\/m.

T

a) Pisteen P(0,0) etdisyys keskipisteestd on

\/(2)(2 \/7\/7\/—\/—\/7

joten pisteen P, etdisyys ympyran kehédstd on

Y,

dl—r———
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b) P, =(1,2), keskipiste on (—2,2lj
5 x2+y2—8x+6y+9=0

X =2 x4+4 -4 +y"+2-y-3+43°-34+9=0

2 (x=2) -4 +(y+3) =3"+9=0
) 1 137 _B7 =
dz:J(l‘(‘z)) *(2‘25) =0tV =g <V (x=2)"+(y+3) =4 +3 -9

(x-2)"+(y+3)" =16

Pisteen P, etdisyys keskipisteestd on

Pisteen P, etdisyys ympyrén kehdstd on r —d, = J10 - @
2 Keskipiste on (4,-3) ja side on r=4.

Lasketaan pisteen P etdisyys keskipisteesta.
a) P=(1,1

Vastaus a) @—x/ﬁ ) ( )2 2

2 \/(1—4) +(1=(=3)) =v9+16=5>4=r
b 1o -7
) 9 Piste (1,1) on ympyrin ulkopuolella.

b) P=(6,-5)
J(6-4) +(=5—(=3)) =4+ 4 =B <16 =4=7

Piste (6,—5) on ympyrin sisipuolella.

¢) P=(0,-3)

J0=4) +(=5—(=3)) =16+ 0=4=~

Piste (0,—3) on ympyrin kehélla.

Vastaus
Piste on ympyrén a) ulkopuolella b) sisédpuolella c) kehélla.
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Ympyran yhtdlon yleinen muoto on
x*+y +ax+by+c=0

Kunkin pisteen koordinaatit toteuttavat ympyran yhtilon.
Saadaan yhtaloryhma

Piste (4,-3) 4 +(-3) +4a-3b+c=0
Piste (=3,-2) 1(=3)" +(=2)" =3a—2b+c=0
Piste (6,1) 6’ +1°+6a+b+c=0
(1) | 4a-3b+c=-25 (=1
(2)s-3a-2b+c=-13 1 (=1
(3)| 6a+b+c=-37 1
—4a+3b—c=25 3a+2b—-c=13
+|-3a-2b+c=-13 +|6a +b+c=-37
(4) —Ja +b =12 (5) 9a +3b =-24
(4)(-7Ta+b=12 (=3) 21la-3b=-36
(5) | 9a +3b=-24 1 +| 9a+3b=-24
30a = —60

(6) a=-2
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Sijoitetaan a = —2 yhtdloon (4).
()b=12+Ta=12+7-(-2)=-2

Sijoitetaan a =-2 ja b =-2 yhtédloon (1).

(1) c=-4a+3b-25=-4-(-2)+3-(-2)-25=-23
Ympyrin yhtilo on

x'+y"=2x-2y-23=0

X =2 x 14 -1+ =2y 141 -1 =23=0
(x=1"+(y=1) -1>=1>=23=0
(x—l)2+(y—1)2:52

Vastaus  (x—1)° +(y—1)2 =5
(x> +y*=2x-2y-23=0)
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715 Ta—49b =-70
Ympyran yhtdlon yleinen muoto on +|-7a -b=-30
2 2 _
x'+y'+ax+by+.c—(? 50 = —100
Kunkin pisteen koordinaatit toteuttavat ympyréan yhtélon. o e
Saadaan yhtdléryhma (6) b=2 | Sijoitetaan yht&loon (4).
Piste (1,3) 2 +3*+a+3b+c=0 (4)a=-10+7b=-10+7-2=4

Piste (2,—4) 224+ (—4)’ +2a—4b+c=0
Piste (=5,—5) |(=5)" +(=5)" —5a—5b+c=0

Sijoitetaan b =2 ja a =4 yhtdloon (1).

(1) ¢c=-10-3b-a=-10-3-2-4=-20

()| a+3b+c=-10 (=1 v s Bl
mpyran n
(2)4 2a—4b+c=-20 1 (=1 pyran Yo o
(3) |-5a-5b+c=-50 -1 X4+ +4x+2y—20=0
X2 =2 x- 2422 =224+ -2.p-1+1* =1 =20=0
_a_3b—c:10 —2a+4b—C:20 (x_2)2+(y_1)2_22—12—20:0
+12a-4b+c=-20 +|=5a-5b+c=-50 ( 2)2 ( 1)2 2
x=2) +(y—-1) =5
(4) a-7b =-10 (5) -7a -b =-30
(4)[ a-7b=-10 -7 2 2
(5) |-7a-b=-30 Vastaus  (x-2)"+(y-1)" =5

(x> + )" +4x+2y-20=0)
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Ympyran yhtdlon yleinen muoto on
x>+ y +ax+by+c=0

Kunkin pisteen koordinaatit toteuttavat ympyran yhtilon.
Saadaan yhtaloryhma

Piste (28,98) | 28 +98%+28a+98b+c=0
Piste (70,112) 170% +112% +70a +112b+c =0

Piste (126,84) [126> + 84> +126a +84b+c=0

(1) | 28a+98b+c=-10388 (=1
(2){70a +112b+c = —17444 1 (=1
(3) |126a +84b + ¢ =-22932 1
—28a —98b—-c=10388 —70a-112b—-c =17444
+| 70a+112b+c=-17444 +1| 126a+84b+c=-22932

(4) 42a+ 14b  =-7056 (5) 56a-28b =-5488

(4) (42a +14b=-7056 |-2
(5) |56a —28h=-5488 |-1

84a +28b=-14112
+{ 56a —28b = —5488
140a = —19600
(6) a=-140
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(4)  42a+14b=-7056
14b =—7056 — 42a
14b = -7056 — 42 -(—140)
14b=-1176 |:14
b=-84
(1) 28a+98b +c=-10388 |a=-140, =84
c=-10388-28-(~140)-98-(-84)
c=1764

la=-140

Ympyrin yhtaloé on

x> +y? —140x -84y +1764 =0
x*=2-x-70+70° =707 + y* —=2-y-42+ 42> —42° +1764 =0
(x=70)" +(y—42)" 70> — 422 +1764 =0
(x=70)" +(y—-42)" =70?
Ympyran sdde on 70. Tdma vastaa luonnossa matkaa

70-25 m=1750 m

Vastaus 1750 metria
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x*+y*+2ax—4y—a+16=0
xz+2-x-a+a2—a2+y2—2-y-2+22—22—a+1620
(x+a)2+(y—2)2—a2—22—a+16:0
(x+a)2+(y—2)2:a2+22+a—16
(x+a)2+(y—2)2:a2+a—12
1) Kun a® +a—12> 0, niin kuvaaja on ympyr.

Nollakohdat:
a’+a—-12=0

1P —41(12)

21
_—1+7
2 + \ /+
a=_78=—4 taia:g:3 UN_3 @

Kun a <—4 tai a >3, kuvaaja on ympyré, jonka keskipiste on

(-a,2) jaside Va* +a—12.

2) Kun -4 <a <3, yhtélolla ei ole kuvaajaa.

3) Kun a = -4, kuvaaja on piste (4,2) ja
kun @ =3, kuvaaja on piste (-3,2).
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X’ +y —ax+y=a

a (a) (aY 1 1Y (1Y
x2—2-x-—+(—j —(—) +y2+2-y'—+(—) —(—j =a
2 \2 2 2 \2 2

Yhtilo esittdd ympyraa, jos
2

@ avlso -4>0
4 4

a+4a+1>0
Nollakohdat:

a+4a+1=0

_ A4 4111 +\ [+ >

a o1 2\ /213
a:—4i\/ﬁz—4i2\/§:_2i\/§

2 2
Vastaus a<—2—x/§ tai a>—2+x/§
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719 720
x> +dax+y +2y-3=0 Ympyra 1
2 2
X 42-x2a+2a) —(2a) +y* +2-y 1412 —12=3=0 Xy =39
X , . keskipiste (0,0)
(x+2a) +(y+1) —(2a) -1’ =-3=0 SéideI"IZ\/@
(x+2a)° +(y+1)2 =(2a)" +1> +3 Ympyra 2
(x+2a)2+(J/+1)2=4a2+4 x* —2ax+y +6ay+1=0
Koska 4a” +4 >0, kuvaaja on ympyri kaikilla X' =2-x-a+a’—a’+y’ +2-y-3a+(3a)2 ~(3a)" +1=0

parametrin a arvoilla.
Lasketaan pisteen (1,2) etdisyys ympyrin , )
keskipisteestd (—2a,—1). (x—a)"+(y+3a) =10a" -1

—(- +(2—-(- - keskipist -3
\/(1 ( 261))2 (2—( 1))2 —\/(1+2a)2 32 eskipiste (a,—-3a)
\/1 > side 7, =+10a” —1, missd 10a* —1>0
=v1+4a+4a” +9

(x2—2-x-a+az)+(yz+2-y-3a+(?>cz)2):—1+c12+(3a)2

nollakohdat:
= J4d® +4a+10 104> —1=0
Piste (1,2) on ympyrin ulkopuolella, jos sen etdisyys ympyrin S 1
keskipisteesti on sidettd suurempi. 10 >
Jaa? +4a+10 >\aa> +4 | ) 1 Jio
> g A a== ==
4274 10 4274 vio 1
a +4a+10>4a” +
_ Siis a<—@ taia>@
4a >—-6 10 10
a>—=

Sama pinta-ala, kun
Vastaus  Kuvaaja on ympyri kaikilla a:n arvoilla.

Piste (1,2) ympyrin ulkopuolella, kun a > —%.
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7zr]2:7rr22

2 2
n=rn

39=10a” -1
10a* =40

a’ =40

a’ =4

a=12

J10 J10 . J10
a 2>

—~=0,32<2, joten —2<—— ]
10 10 10
Siis arvot a =£2 kelpaavat.

Vastaus a=12

tehtdvien ratkaisut

sivu 286 e Péivitetty 19.2.2006

721
(1){ X +3y7-25=0 (=1)

(2) | x> +y*+6y—-1=0 -1

—x* =y +25=0
+ ¥+’ +6y-1=0

6y+25-1=0
6y=-24

y=—4 Sijoitetaan yhtdlosn (1).

xX+(=4) -25=0

2
X

I
+ o

X 3

Leikkauspisteet ovat (-3,—4) ja (3,—4)

Vastaus  (-3,-4) ja (3,-4)
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Yhteiset pisteet saadaan ratkaisemalla yhtilopari

(D[ x*+y* +6x+4y+4=0 (-1
(2) |x*+ )" —4x—6y—-16=0 |-(-1)

N X+ +6x+4y+4=0
X" =y +4x+6y+16=0

10x+10y+20=0 :10
x+y+2=0
y=—x-2
Sijoitetaan y =—x—2 yhtdloon (1)
X+ (—x—=2) +6x+4(-x—2)+4=0
X4+ +4x+4+6x—4x-8+4=0
2x> +6x=0
2x(x+3)=0
2x=0 tai x+3=0

x=0 tai x=-3

Sijoittamalla muuttujan x arvot yhtdloon y = —x —2 saadaan

p=—0-2=-2 tai y=—(=3)=2=1
Pisteet ovat (0,-2) ja (-3,1)

Vastaus  (0,-2) ja (-3,1)

tehtdvien ratkaisut
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Ratkaistaan yhtdloryhma
(D | x*+8x+y*+6y+9=0
(2) |x* —2x+y*—4y-21=0

N X' +8x+1y +6y+9=0
—X* +2x— )" +4y+21=0

10x+10y+30=0

y=-x-3

X +8x+(-x-3)" +6(-x-3)+9=0
X +8x+x>+6x+9-6x—18+9=0
2x> +8x=0
2x(x+4)=0

x=0 tat x=-4

Jos x=0,niin y=—x-3=-3.
Jos x=—4,niin y=—x-3=—(-4)-3=1

(=1

Sijoitetaan

yhtiloon (1).

Vastaus  Leikkauspisteet ovat (0,-3) ja (—4,1).
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Keskipiste (0,0), side on 20

P
(x=0)"+(y—0)" =20 1

Keskipiste (50,0), side on 40

tehtdvien ratkaisut

(x—50)" +(y—0)" = 40°

f
A%

Ympyroiden leikkauspisteet: =

x* +y* =400
(x—50)" + 3% =1600

(1) y? =400 - x°
(2) |(x-50)" + y* =1600

(x—50)" +400— x> =1600
x> —100x + 2500 + 400 — x> = 1600
~100x =—1300
x=13 (km)

Sijoitetaan yhtiloon (2).
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Yhtilosta (1) saadaan

y= ®+/400-x* |y<0
y=-/400-13

y=—/231=-15,198... (km)

Vastaus (1 3km,—-15 km)
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725 726
Hahmotellaan rajattu alue Alkuperdinen ympyri O:
1) X'yt =r ‘r:3
2 2
x +y —-16<0 42 =9
EINER keskipiste (0,0) | | |
sider =2 Leikkauspisteet akseleilla:
X'+ =9
Ympyran sisdpuolinen alue. y=0
2) 2 _
12+ 2x—4y—-30>0 ¥ =9
=13, joten O, =(3,0) ja O,=(-3,0
N A2x 14 =124y =2 524222223020 x =143, joten 0,=(3,0) ja 0;=(-3,0)
(x+1)" =1 +(y-2)" =22-30>0 L
) N X +y =9
(x+1)" +(y-2) 21> +2*+30 =0
(x+1)"+(y-2)" 235 =9
keskipiste (~1,2) ja side r=+/35~5,9 y =13, joten 0, =(0,3) ja O,=(0,-3)
Ympyrén kehd ja ulkopuolinen alue. Ympyrdiden yhtalot:
0: (x=3) +)*=9
Vastaus 0,: x*+(y-3)"=9
=9

0,: (x+3)2+y2
0,: x*+(y+3)'=9

Viritetty alue, jonka
katkoviivalla piirretty reuna ei
kuulu ratkaisualueeseen.
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Vastaus

e Analyyttinen geometria e

tehtdvien ratkaisut

Yhteinen alue voidaan ilmoittaa epayhtiloryhmien

avulla seuraavasti:

((x—3)2 +y?<3?
x2+(y—3)2£32
(x+3)2+y2 <3’
\x2+(y+3)2S32

eli

{x2+y26xSO ¢

x>+ =6y<0
X"+ +6x<0
X' +y*+6y<0

tai

tai

.
» {

x2+(y—3)2£32
(x+3)2+y2332

tai

r(x—3)2 +y° <3’

x*+y*—6y<0 tai

xz+(y+3)2S32

al

x>+ +6x<0
x>+ —6x<0
X+’ +6y<0

Sivu 290 e
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a) Ratkaistaan yhtalo
muuttujan y suhteen.

X'+ )" +2x=8
2

yP=—x"-2x+8

Paivitetty 19.2.2006

2

y=t-x>—2x+8

b) Ratkaistaan yhtélo
muuttujan y suhteen.

X+ +6x—4y—-28=0
=4y +(x* +6x-28)=0

y:4i\/(—4)2—4-1-(x2+6x—28)

21
4416—4x* —24x+112
y:
2
 42+/128 - 24x - 4x°

2
y_4i2\/32—6x—x2

2

y=2++/32-6x-x"

£ Y

>

YA

> Y



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut

c) Ratkaistaan ympyran yhtdlo muuttujan y suhteen.
X'+’ —4x-20y+4=0

Y =20y +x"—4x+4=0

20£4(=20)" —4-1-(x* —4x +4)
21
_ 20%+/400—4x> +16x—16
2
20+ 4(—x + 4x+96)
2

| 20+2V-x% +4x+96
2

p =10+ -2 +4x+96

74

7

(2,10) \

—+

[
>
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A Olkoon (xo, yo) ympyrén suoralla y =x
3-:-)( oleva keskipiste. Siis y, = x,.
Ympyrén side
%o, Y)
r 0, 2 2
it r=y(x,—0)" +(3,~0)
0 ' i .
@ =/ x02 + yo2 ‘ syjoitetaan y, = x,

:\/x02+x0 \/2x0 \/—‘xo

Saadaan yhtalo
2 x| = 5V2
x| =5
X, =15
Siis (x5,¥,)=(=5,-5) tai (x,,),)=(5.5).
Ympyran yhtadlo

Sijoitetaan
+(y=y) =r* [(Dx==5ja y=-5
(2)x=5jay=5

(x—x,)

2

(1) (x+5)2+(y+5)2=(\/§-5)
x> +10x+25+ 1> +10y+25=50
x>+ +10x+10y=0



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut

2
(2) (x-5)+(y-5)" =(2-5)
x> =10x+25+ " =10y +25=50
x4+ =10x-10y =0

Vastaus

(x5 +(r+5P=(v2-5) ja (x=5 " +(y-57=(2-5)
(x*+)y* +10x +10y =0 ja x*+y* —10x—10y =0)

Sivu 292 e
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Voidaan olettaa, ettd & >0, koska se on janan pituus.
Olkoon janan péagtepisteet 4=(a,0) ja B=(0,b).
Janan keskipiste on

()= 220.02) YN

2 7 2 b, B(o,b)
%

-2 >
Ao, 0) X

Siis a=2x ja b=2y.

Suorakulmaisesta kolmiosta saadaan Pythagoraan lauseen mukaan

|2)c|2 +‘2y‘2 = k?
4x* +4y* =k° ‘:4
kZ
2 2
X' 4y =—
Y 4

(x_o)2+(y_o)2:@2

Origokeskinen ympyré, jonka sdde on %

Vastaus  Keskipiste liikkkuu ympyrin kehéa

k 2
x2+y2:(5) , k>0, pitkin.
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730 N
") OJ‘D X vﬁ)

B @13}

2.0

A ((;,o) i
Etdisyyksistd saadaan yhtdlo
AP =2BP
Jr=6) +(y-0)" =2{(x-0)" +(y-3)" |( )’
>0 >0

(x—6) +(y—0) =4(x*+(y-3)’)

X} —12x+36+y* =4(x* +y* =6y +9)

x> —12x+36+y* =4x” +4y* —24y+36

3x* +3y* +12x =24y =0 :3

X'+ )" +4x-8y=0
X +2-x2+42°-22+y"-2-y-4+4 -4 =0
(x+2) =22 +(y-4) -4 =0

(x+2) +(y—4)' =2>+ 4

2

(x+2) +(y—4)" =20

(x+2) +(y-4) = (2\/52) | keskipistemuoto
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Keskipiste (—=2,4), side 2+/5 .

Vastaus

(x+2)2+(y—4)2 :(2\/5)2
(x2+y2+4x—8y:0)

Pix, y)

i

>xY
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731
4P| =(x+2) +(y—0) —]
APl =(x+2)"+(r-0) g
[BPl=(x-2)" +(y-3) _—
4P| < 2[BPl 420
J@+2) +(y-0) <2J(x=2) +(y=3) |( )’
>0 ) >0
x2+4x+4+y2S4(x2—4x+4+y2—6y+9)
X +4x+4+1y° <4x’ —16x+16+4y" —24y+36
3x* +3)° —20x—24y +48>0 :3

x2+y2—?x—8y+1620

(x—ﬁjz (130) +(y—-4) -4 +1620
(-5 +-or(3

3

J
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10Y’ 10Y’
Rajakédyrin (x — ?j +(y— 4)2 = (?) kuvaaja on ympyré,

jonka keskipiste on (?,4) jaside r= ?

2 2
Vastaus  Ympyri (x — %) +(y—4) = (?j eli

3x* +3y* —20x — 24y +48 =0 ja sen ulkopuolella
olevat pisteet.

YA

=
|
no
£
il
>xY
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732 : .
a<0 tai a>2 x=—aelia=-x

Taydennetiddn ympyrin yhtdlo keskipistemuotoon. 5

: 2
X'+’ +2ax+4ay+2y+6a+1=0 —x<0 ta1—x>§
2 2 —
x*+2ax+y* +(4a+2)y=—6a-1 x>0 tai x<—%
x’+2-x-a+a’-a’ >

+32+2-y-2a+1)+(2a+1) = (2a+1)’ =—6a -1

(x+a)2+(y+2a+1)2 =5a" - 2a Vastaus  Ympyrd, kun a <0 tai a>%.

e e e ) 5 ) . Keskipisteiden joukko muodostuu niisti suoran
Saadussa yhtdlossa sidteen nelié on »° =5a”° —2a, joten kyseessi

on ympyri, jos 5a’ —2a > 0. y =2x—1 pisteistd, missd x>0 tai x< —%.
Nollakohdat:
5a° -2a=0 oz
.+-
a(5a—-2)=0 (' }

C
P
&Y

a=0 tai a:%
5

.. ) 2
Siis a <0 tai a>§.

Ympyriaparven ympyroiden keskipisteet toteuttavat yhtaldparin

(D (x=-a Sijoitetaan yhtiloon (2).
(2)|y=-2a-1
y=2x-1

Koska parametri a toteuttaa epayhtdlot a <0 tai a > 5 saadaan
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Selvitetdadn yhteiset pisteet laskemalla ympyrédparven kahden
mielivaltaisen ympyrén leikkauspisteet.

Kun a =0, saadaan ympyrd x> +y* —4x—1=0
Kun a =1, saadaan ympyrd x° + 3> —4x+2y-3=0

Ympyroiden leikkauspisteet saadaan ratkaisemalla yhtilopari

(1){ 24yt —4x—1=0 |1

(2)| ¥*+y*—4x+2y-3=0 |-(-1)
x4+ —4x-1=0
{—xz — 1 +4x-2y+3=0
-1-2y+3=0
—2y=-2
y=1 Sijoitetaan yhtdloon (1).

X +1P—4x-1=0

x*—4x=0
x(x=4)=0
x=0 tat x=4

SIvu 296 e
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Ympyraparveen kuuluvat kaksi ympyraa leikkaavat
pisteissd (0,1) ja (4,1).

On vield osoitettava, ettd ympyriparven kaikki ympyrét kulkevat
pisteiden (0,1) ja (4,1) kautta.

Sijoitetaan pisteiden koordinaatit ympyraparven yhtdloon.
0’+1°-4-0+2a-1-2a-1=0

Oikea puoli on 0
Piste (0,1) on siis jokaisella parven ympyrilla.

Piste (0,1):  Vasen puoli on

4 +1°-4-4+2a-1-2a—1=
16+1-16+2a—2a—-1=0
Oikea puoli on 0

Piste (4,1) on siis jokaisella parven ympyrilla.

Piste (4,1):  Vasen puoli on

Piirtdmistd varten muunnetaan ympyran yhtilo
keskipistemuotoon.

x*+y* —4x+2ay-2a-1=0
¥ =2-x2+422-2"+y"+2-y-a+a’—a* —2a—-1=0

(x—2)2+(y+a)2 =a’+2a+5

Ympyrin keskipiste on (2,—a) eli keskipiste sijaitsee aina
suoralla x=2.

Parvi muodostuu ympyroisté, joiden keskipiste on suoralla x =2
ja jotka kulkevat pisteiden (0,1) ja (4,1) kautta.
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Vastaus

e Analyyttinen geometria

(0,1) ja (4,1)

tehtdvien ratkaisut
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4x* —4x+4y*-3<0
4x* +4x+4y* -3<0

4% +4)* —4y\J3-1<0

3
xX—x+yP—-=<0
d 4

x2+x+y2—%£()

x2+y2—y\/§—%SO

Muunnetaan yhtdlot keskipistemuotoon.

N

2

o ﬁ(ﬁ

X +y —2’y‘7+

\

NORCE
et
-9

Y’ <
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2
(x—lj +yzS§+l
2 4 4
2
[x+lj +y2£§+l
2 4 4
2
L 2 4 4
1Y’ 1
—— | +y* <P k A=(—,0j,7’=1
(x 2j 4 P72
1Y 1
x+—| +y*<1? k B:(——,O), r=1
[e43) v =[5
2
x2+£y—£j <’ kp C:KO,Q], r=1
2 2
Tutkitaan kolmiota ABC.

a3
reey3-0) 2] oo
seey(4-0] (o] -
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B=(-10) NG

A=(4,0) | a;

Kolmio on tasasivuinen, joten aluetta rajaavat ympyrankaaret ovat

60° kaaria. Vastaavan sektorin ala on ﬂ -1’ = z.
360° 6

i B

Kolmion ABC ala on l de—=—.
2 2 4

Reuleaux’n kolmion ala saadaan laskemalla kolme sektoria yhteen
ja vdahentdmalld summasta kolmion 4BC ala kahdesti.

A= 3 'Asektori _2.Ak01””i0
_3,£_2.£_£_£
6 42 2
1
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(1) [x*+y* =25
(2)|y=-Tx+25 ‘ Sijoitetaan yhtiloon (1).

X2+ (=7x+25)° =25
x> +49x% —350x + 625 =25
50x” —350x+600=0  |:50
x> =TIx+12=0

x_7i\/(—7)2—4-1-12
21

S
2
x=3 tai x=4

X

Kun x =3, niin yhtilosta (2) saadaan
y=-7-3+25=4

Vastaavasti, kun x =4, niin
y=-T7-4425=-3

Vastaus  Leikkauspisteet ovat (3,4) ja (4,-3).

tehtdvien ratkaisut
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Muunnetaan ympyran yhtilo keskipistemuotoon.

x2+y2+6x—4y—3:O
X +2-x-3+3 -3 +)"—2.9y.2+2°-2-3=0
(x+3)" =3 +(y-2) =22=3=0
(x+3) +(y=2)"=9+4+3
(x+3)" +(y-2) =4
Siis keskipiste on (—3,2) ja séide on 4.

Lasketaan keskipisteen etdisyys suorista.

a) Suoran yhtilo x+2y—-12=0

B ‘axo + by, + c‘
- \/a2 +b°
d:|_3:/r%12| a=1,b=2c=—12
"+2
(xoayo) :(_392)
_-11
J5
11
=—=4,919...>4
NG

Koska d > r, suora on ympyran ulkopuolella.
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b) Muunnetaan suoran yhtilo yleiseen muotoon.
y=3x-1
3x—y—-1=0

g ‘axo + by, +c‘

2 b2
S B(3)-12-1 Va'+

V3% +(=1)

(xoayo) = (_392)

S"_
ol

12

Jio

Koska d < r, suora on ympyran sekantti.

=3,794...<4

¢) Muunnetaan suoran yhtdlo yleiseen muotoon.

y=-2
y+2=0
J ‘ax0+by0+c‘
Na' +b°
0-(=3)+1-2+2|
d= \/W a=0,b=1,c=2
+
(x0:25)=(-3,2)
A4,
1

Koska d =r, suora on ympyrén tangentti.
Vastaus  a) ulkopuolella b) sekantti c¢) tangentti

a=3,b=-1,c=-1

sivu 300 e Péivitetty 19.2.2006

737
Ympyrin x* + y* =25 keskipiste on origo (0,0) ja side 5.

Tangentti kulkee pisteen (3,—4) kautta, joten sen yhtild on
muotoa

y—(—4)=k(x-3) ‘y—yozk(x—xo)
yv+4=kx-3k
kx—y—-3k—4=0

Tangentti on sdteen etdisyydelld ympyrén keskipisteestd, joten
saadaan yhtilo

B ‘axo + by, + c‘

k-0-1-0-3k-4|

\/ﬁ 5 \/az-l-bz
K+ (=1) a=k,b=—1,c=-3k—4

M—S (x0.2,)=(0,0)
kK +1 kT +1
()
|3k — 4] =5vk* +1 .
>0 >0 |Cl| =a’

Ok* + 24k +16 =25k* +25
—16k> +24k -9 =0
| —24+24* —4.(-16)-(-9)
- 2-(~16)
L2450 _24 3
32 32 4

k
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Tangentin yhtilo on oY 6-2 4
ax 4-1 3
kx—y—-3k—4=0
3 3 3 420 4 Ympyrin tangentti on kohtisuorassa sivuamispisteeseen piirrettya
AT T TET ' sidettd vastaan, joten
3x—-4y-9-16=0 4
3x-4y-25=0 E-kt:—l
oot
4
Vastaus 3x-4y—-25=0 ;
(y _3 e 25 j Tangentti kulkee pisteen (4,6) kautta ja sen kulmakerroin on e
4 4

joten tangentin yhtaloé on
3
738 y—6:—Z(x—4) ‘y—yozk(x—xo)

Maédritetddn ympyrén keskipiste ja side.

y—6:—§x+3
X4y —2x—4y—-20=0 . 4
X =2 x 14+ =1 +)y*=2.y.242-27-20=0 Zx+y—9=0 -4
(x=17+(y-2)" =12+2>+20 3x+4y—-36=0
(x-1"+(y-2)" =5
Ympyrin keskipiste on (1,2) ja séide on 5. Vastaus  3x+4y—36=0
3
Séteen padtepisteiden (1,2) ja (4,6) kautta kulkevan suoran (y =77 +9j

kulmakerroin on
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Muunnetaan ympyran yhtilo keskipistemuotoon.
X'+ —4x+2y-5=0

X =2 x2+422 =22+’ +2-y-1+1°=1’=-5=0
(x=2) +(y+1) =22 +12+5

(x—2) +(y+1) =(~10)

Keskipiste on (2,—1) ja side on »=~/10 .

tehtdvien ratkaisut

[

(I;. -1

\

7

A

Tangentti leikkaa y-akselin pisteessd (0,3), joten tangentin

yhtiloon y=kx+3 eli kx—y+3=0.

Keskipiste (2,—1) on siteen =+/10 etiisyydelld tangentista,

joten saadaan yhtilo
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B ‘axo + by, + c‘
k-2-1-(=1)+3 Ja + 07
d = o =J10  |a=k,b=-1,c=3
2
-1
B+ (503) = (2,-1)
12/ + 4/ =10]k2 + 1| ()
20 >0
45> +16k +16 =10k> +10
6k> =16k —6=0 |:2
3k* -8k —-3=0
L _8EN(-8) -4:3.(-3) _8+10
2.3 6
. 1
k=3 ta1t k=—
3

Tangentin yhtdlo on y=3x+3 tai y= —%x +3

Vastaus  Tangentin yhtdlo on 3x—y+3=0 tai x+3y-9=0

(y:3x+3 tai y:—§x+3j.
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Muunnetaan ympyran yhtilo keskipistemuotoon.
X’ +3)y"=2x-6y-6=0

X =2-x- 141 =1+ =2.9-343*-3"-6=0
(x-1)" -1 +(y-3)-3"-6=0
(x—l)2+(y—3)2 =47

Keskipiste on (1,3) ja side on r=4.

a) Lasketaan pisteen (1,7) etiisyys keskipisteestd (1,3).

d=\(1-17 +(3-7) =Jo+4 =4=r

Piste (1,7) on siteen etiisyydelli keskipisteesti ja sen

x-koordinaatti on sama kuin keskipisteelld, joten tangentti on
vaakasuora suora y=7.

b) Lasketaan pisteen (-3,3) etdisyys keskipisteestd (1,3).

d=v(3-1" +(3-3) =& =4 =7
Piste (—3,3) on siteen etiisyydelld keskipisteesti ja sen

y-koordinaatti on sama kuin keskipisteelld, joten tangentti on
pystysuora suora x =-3.

c) Lasketaan pisteen (3,4) etdisyys keskipisteestd (1,3).

d=yG-1P +(4-3) =22+ 1 =5 <~

Piste (3,4) on ympyrin sisépuolella, joten tangenttia ei ole.

b) x=-3 c)eiole

Vastaus a) y=7

tehtdvien ratkaisut
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Madritetadn ympyran keskipiste.

(“%) ( ) (%) +H

Keskipiste on (—l,—éj ja séde on ‘/1—7 ~2,1.
27 2 2

Lasketaan sidteen kulmakerroin.

A:(—l,—gj B=(-2,-4)

2
_4+3 _é
kip=——1=—3= /“

A > X
-2+ 3 A
2 2
Sdde on kohtisuorassa
tangenttia vastaan, joten
\

ko k =1

t

X

k[:—_lz—_l
kAB é
3
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Tangentin yhtalo on

y_yo:k(x_xo)
y+4:—%(x+2)

3 6
+4=—x—— -5

5y+20=-3x-6
3x+5y+26=0

Vastaus 3x+5y+26=0

301
=—2x-5=
[r=-3-53)

742
Ympyriin (x+1)" +(y+1)° =13 keskipiste on (~1,-1) ja

side on /13.
Lasketaan pisteen (4,—2) etdisyys ympyrin keskipisteesti.

d =4 (DY +(-2- (D) =5 +(-17 =426 >3

Piste 4,—2 on ympyrin ulkopuolella, joten sen kautta kulkee
kaksi ympyrin tangenttia.

sivu 304 e Péivitetty 19.2.2006

Pisteen (4,—-2) kautta kulkevan tangentin yhtild on
y—(-2)=k(x-4) | y=yo=k(x—x,)
v+2=kx—4k
kx—y—4k-2=0
Tangentti on sédteen etdisyydelld keskipisteestd. Saadaan yhtélo

g ‘axo + by, +c‘

Na' +b’
|k'(_1)_1.(_1)+_2|:\/ﬁ a=k,b=-1,c=—4k-2

Vi +(=1)°

(%0,0) = (=1.-1)

|-5k —1 _J3

k* +1

‘-\/k2+1

skl =3V +1 (), ldf’ =&
>0 >0

25k +10k +1=13(k* +1)
12k +10k—12=0 |:2
6k +5k —6=0
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555 ~4:6-(-6) 743
26 (x=2) +(y+1)" =22
k= —5+13 Sijoitetaan pisteen (5,-3) koordinaatit yht&loon.
312 5 Vasen puoli on (5-2) +(=3+1)" =3 +(-2)"=9+4=13
k=—= tai k== Oikea puoli on 2° =4
2 3 Koska 13> 4, piste on ympyrén ulkopuolella, ja sen kautta kulkee
Kun k = 3 , tangentin yht&lo on kaksi ympyrin tangenttia. Pisteen (5,-3) kautta kulkevan suoran
2 3 yhtilo on
y—(—2):—5(x—4) ‘y—yozk(x—xo) y—(-3)=k(x-5) ‘y—yozk(x—xo)
3 y+3 =kx -5k
y+2=—"x+6 x—y—5k-3=0
3 Tangentti on séteen etdisyydelld ympyrén keskipisteesta.
PR 4=0 -2 Ympyrin keskipiste on (2,—1) ja side on 2.
3x+2y-8=0 Saadaan yhtdlo
. 7 - ‘ax0+by0+c‘
Kun k£ =—, tangentin yhtil6 on =
- angentiny N
(2)=2(x-4) | k(x—x,) k2-1CD-sk-3 a=kb=—-l,c=-5k-3
y=(=2)=—(x- y=yo=k(x—x ’ ’
3 ! ’ VK +(=1)° (xp.0) = (2,-1)
2 8
y+2=2x—2 -3 [2k+1-5k-3] _, JET
3y+6=2x-8 k2 +1
2x+3y—14=0 -3k —2| = 24k +1 ()
>0 >0
Vastaus 3x+2y_8:0 tai 2x+3y—1420 9k2+12k+4:4(k2+1)

(yz—%x+4 taiyzgx—%j Ok* +12k +4=4k> +4



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut e sivu 306 e Paivitetty 19.2.2006

5k +12k=0 744
k(5k+12)=0 Muunnetaan ympyrin yhtilo
k=0 tai S5k+12=0 keskipistemuotoon.
p=_12 X+ —4x—8y—14=0
5 2 2 2 2 2 2
X =2-x2+2"=-2"+y"=2-y-4+4 -4 -14=0
Tangentit: kx—y—-5k—-3=0 (x—2)2+(y—4)2=22+42+14
2 2 2
k=0:  —y-3=0eli y=-3 (x=2) +(y—4) =(/34)
12 12 Lasketaan pisteen (4,—4) etiisyys
2 () o ien (44 ey
5 5 ympyrin keskipisteestd (2,4)
12x+5y-60+15=0 ja verrataan sitd ympyran
12x+5y—45=0 siteeseen /34 .

d=\(4-2) +(~4—4)’

v 320 tai 12x+5y—45=0 =4+ od
astaus y+3=0 ta1 l2x+5y—45=
: e >34
(y=—3 tai y=—2§x+9j i

Siis piste on ympyran ulkopuolella ja saadaan kaksi tangenttia.
Pisteen (4,—4) kautta kulkevien tangenttien yhtildt ovat

y—(-4)=k(x-4)
v+4=kx—4k
kx—y—4k—-4=0
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Keskipiste (2,4) on siteen r =+/34 etiiisyydelld tangenteista, Tangenttien yhtilot ovat ( y—y, =k(x—x, ))
joten saadaan yhtilo
kzé: k=—§:
‘ ; ‘ 3 5
ax, +by, +c 5
= \/m y+4:§(x—4) y+4:——(x—4)
|k'2_4_4k_4|=J3—4 a=kb=-l,c=—4k—4 5 20 312
VK2 +(=1)° y=3r-—>-4 y=—gxto—4
(x03y0)2(274) 5 32 3 8
|2k — 8] =34k +1 () y=3rT7 y=—gx—g
=0 =0 ) 3y=5x-32 5y=-—3x—8
2k -8 =(Bavke +1) ol =a® S5x—3y—32=0 3x+5y+8=0
4k* +32k + 64 =34k" + 34
2 _
304" —32k-30=0 Vastaus  Tangenttien yhtdlot ovat
15k —16k—15=0 5x—3y-32=0 ja 3x+5y+8=0
(y—éx—log ja y——éx—léj
L 165\(=16) ~4.15.(<15) 373 577s
2-15
1641156 16+34
30 30
16+34 50 5 . 16 -34 18 3
k= =222 qai k= S S

30 30 3 30 30 5
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(x=2)" +(y+1)" =25
keskipiste on (2,-1) ja séde on 5.

Analyyttinen geometria e

Lasketaan pisteen (7,—4) ja keskipisteen (2,—1) vilinen

etdisyys.

rrrrrr

d=\/(7—2)2+(—4—(—1))2
d=~25+9=34>5=r

Siis piste (7,—4) on ympyrin ulkopuolella.
Tangentin yhtilo on y+4=k(x—-7) eli kx—y—-7k—4=0.

Keskipiste (2,—1) on siteen etiisyydelld tangentista.

Saadaan yhtalo

k-2 -1-(-1)—7k—4|
K +1

5

B ‘axo + by, + c‘

Na' +b°

a=k,b=-1,c=-Tk—4
(xOoyo) = (2’_1)

d

tehtdvien ratkaisut

sivu 308 e
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2k — 7k +1-4|=5Jk* +1
|-5k — 3| =5k +1

>0 =0

25k* +30k +9 =25k +25
30k=16

Tangentin yhtilo on

y+4:%(x—7) ‘y—yozk(x—xo)

8 56 8 116
oo N0 g0 10

157 15 15" 15

g 11

_ % 7 eli 8x—15y—-116=0
TR 4

Koska ympyrén ulkopuolella olevan pisteen kautta voidaan piirtda
kaksi tangenttia, on etsittdva vield toinen tangentti.

Koska keskipiste on (2,—1) ja side on 5, niin pisteen (7,—4)
kautta kulkeva pystysuora suora x =7 on séteen etdisyydella
ympyrén keskipisteesti ja siksi ympyréin tangentti.

Vastaus  tangenttien yhtalot ovat
8x—15y—-116=0 ja x—7=0

8 11 .
=—x—-7— 12 x=7
(y 157 15 ) j
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746

Ympyrin side on pisteen (2,3) etiisyys suorasta y =2x+2.

Muunnetaan suoran yhtdlo yleiseen muotoon.

2x—y+2=0

_22-13+2
22 +(-1)

3

5

Ympyran yhtdlo on

B ‘axo + by, + c‘

Ja' +b°

a=2b=-1,c=2
(xmyo) =(2,3)

2
3
(x=2) +(y-3) :(—J keskipistemuoto
(y-3) 7 | keskip
2 2 9
x —4x+4+y —6y+9:§
2 2 9
X'+ y —4x—6y+13—§=0 -5
5x°+5y° —20x-30y+65-9=0
5x* +5)y* —=20x-30y+56=0 | normaalimuoto

Vastaus  (x—2)" +(y-3)’ :(ij

NG

(5x* +5y* =20x-30y +56=0)
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747

Tapa 1
Lasketaan leikkauspisteet.

(1) [x*+y*—8x-2y-3=0

(2)|y= —%x ) ‘ Sijoitetaan yhtdloon (1.

) 1 ? 1
X+ ——=x-2| -8x-2|-——=x-2|-3=0
2 2

x2+%x2+2x+4—8x+x+4—320

§x2—5x+5:O ‘ﬂ
4 5
x*—4x+4=0
(x-2)"=0
x—2=0
x=2

Sijoittamalla x =2 yhtdloon y = —%x — 2 saadaan

L S
Y=y

Saadaan yksi leikkauspiste (2,-3), joten suora on ympyrin
tangentti.
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Tapa 2
Muunnetaan ympyran yhtilo keskipistemuotoon.
¥+ =8x-2y-3=0
X =2 x4+4 -4 +y"-2-y-1+1"-1"-3=0
(x=4) +(y—-1) =4 +1>+3
2
(x-4) +(y-1) =(~20)
Keskipiste on (4,1) ja siide on r = V20 =245
Suora y = —%x — 2 on tangentti, jos keskipisteen etdisyys

suorasta on side. Muunnetaan suoran yhtalo yleiseen muotoon.
1

=——x—-2 -2
y==7 |

2y=—x—4
x+2y+4=0

Keskipisteen (4,1) etdisyys suorasta on

g ‘axo + by, +c‘

Ja' +b°

d=% a=1b=2c=4
I"+2
(xoayo):(4’1)
_10 _10¥5 L g5
J5s 05

Siis d =r, joten suora on ympyran tangentti.
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Ympyran ja suoran yhteiset pisteet
(D) [X*+y —tx+y+t+2=0
(2)

X+ 2x=1Y —tx+2x—14+£+2=0

y=2x-1 Sijoitetaan yhtdloon (1.
X4 —4x+1—tx+2x+t+1=0

5x +(=t=2)x+t+2=0
a) Kaksi ratkaisua, kun
D>0

(=t-2) -4.5-(t+2)>0
(t+2) =4.5-(t+2)>0

(t+2)=20(t+2)>0
(t+2)(t+2-20)>0
(t+2)(t-18)>0

D =b*—4ac

+ \ / +
~A\_/18 %

nollakohdat: ¢=2 ja ¢=18.
Siis D >0, kun t < -2 tai1 ¢t >18.

b) Yksi ratkaisu, kun D =0.
t=-2 tait=18

c¢) Ei ratkaisua, kun D <0
-2<t<18

Vastaus a) r<-2 tai t>18 b)t=-2 tai t=18 c) 2<t<18



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut e sivu3il e Paivitetty 19.2.2006

749 750
Ympyrin yhtalo IA Y= aAx-4 Muunnetaan ympyréan yhtilo keskipistemuotoon

¥+’ —14x+2y+40=0
B X =2 x T+ =T +y" 42y 1+ =1’ +40=0

(x=0)" +(y-0) =12
x> +y> =144

2 X
i (x=7) +(y+1) =7 +1* 40
Ympyran ja suoran 5 5
leikkauspisteet: (x=7) +(y+1)" =10
Keskipiste (7,—1) ja side /10 .
(1) {xz +1? =144
(2)|y=2x—4 Sijoitetaan yhtiloon (1), ¢ ‘2 ‘2 - kx
¥ +(2x—4) =144
x4+ 4x> —16x+16 =144
5x* —16x—128=0 r
16) —4-5.(— r > X
x:16i\/( 16)* —4.5.(~128) £ >
2.5
e 16 £+/2816
10
x, =6,906... tai x, =-3,706... ‘ Sijoitetaan yhtiloon (2). Origon kautta kulkeva suora y = kx on siteen etaisyydella
¥, =9,813... tai y, =—11,413... ympyrasta eli ympyran keskipisteen etdisyys suorasta

Jor—y=0 on 2r=2-110 =/4-10 =~/40 .

d= \/(x1 - X, )2 +(y1 —yzz) =23,730...(km)

Vastaus 23,7 km
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Saadaan yhtélo
g ‘axo + by, +c‘

ko741 Ja* +b?
\/4 = .2+ a:k’b:_laczo
k™ +1
" (xoayo) :(7»_1)

17k +1| =402 +1 | )’
>0 >0

(75> +1) = 40(k> +1)
49k* + 14k +1=40k* + 40
9k* +14k—-39=0

14414 -4.9.(39) _—14+1600 —14+40

k

2-9 18 18

M40 g oT14r40 26 13

k =
: 18 18 18 9

Siis y=-3x eli 3x+y=0

tai yz%x eli 13x-9y=0

Vastaus 3x+y=0 tai 13x-9y=0

(y:—?ax tai yzlng

sivu 312 e Péivitetty 19.2.2006

751

Ympyran tangentti on sdteen etdisyydelld keskipisteesta.
Tangentti on suora 3x +4y —15=0. Merkitdédn ympyrdn

keskipistettd (x,y) ja sidde on 5. Saadaan yhtild

B ‘axo + by, + c‘

Ja* +b?

3x +4y 13|
=5 a=3,b=4,c=-15
N3+ 4
(xo,yo)z(x,y)
‘3x+45y—15‘:5 ‘.5

3x+4y-15/=25

3x+4y—-15=%25

3x+4y—-15=25 tai 3x+4y—-15=-25
3x+4y—-40=0 tai 3x+4y+10=0

Siis ympyrén keskipiste (x,)) toteuttaa toisen edelld saaduista

suoran yhtiloista eli keskipiste on suoralla
3x+4y—-40=0 tai 3x+4y+10=0.

Toisaalta keskipiste on my0s siteelld, joka on tangentin
3x+4y—15=0 pisteeseen (1,3) piirretty normaali.
Muodostetaan tdmén normaalin yhtdlo. Muunnetaan ensin

tangentin yhtélo ratkaistuun muotoon, josta saadaan tangentin

kulmakerroin.
3x+4y-15=0
4y =-3x+15
L

=—Zx+
YR
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k, :—é,joten k, :i
4 3

Pisteen (1,3) kautta kulkeva normaali on

y—3:§(x—1) ‘y—yozk(x—xo)
4 4
e S . 3
RENE |
4x-3y+5=0

Keskipiste on siis toisella edelld saaduista suorista ja nyt saadulla
normaalilla. Saadaan kaksi yhtidloparia.
I

(1) (3x+4y—-40=0 3
(2){ 4x-3y+5=0 4
Ox+12y—-120=0
+{16}6—12)}+2O:0
25x —-100=0
25x =100

x=4 Sijoitetaan yhtiloon (1).
3-4+4y—-40=0
4y=40-12
4y =28
y=7
Siis keskipiste (4,7)
Saadaan ympyrin yhtalo

sivu 313 e
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(x-4) +(y-7)" =5
x> —8x+16+y° —14y+49=25
x*+y° —8x—14y+40=0
I
(1) (3x+4y+10=0 3
(2){ 4x-3y+5=0
9x+12y+30=0
+{16x—12y+2020
25x +50=0
25x =-50

x=-2 Sijoitetaan yhtiloon (1).

3.(=2)+4y+10=0
4y=6-10
y=-1
Siis keskipiste (—2,-1)
Saadaan ympyrin yhtalo
(x+2) +(y+1)" =5
X2 +4x+4+y*+2y+1=25
x>+ Y +4x+2y-20=0

Vastaus

(x +)* —8x—14y+40=0 tai x> +y* +4x+2y-20=0)

(x-4) +(y-7) =5 tai (x+2)" +(y+1)’ =5
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Tapa 1

Keskipiste on sdteen etdisyydellad tangenteista eli tangenttisuorien

muodostamien kulmien puolittajilla.
Selvitetddn kulmien puolittajien yhtilot.

Kulmanpuolittajan mielivaltainen piste (x,y) on yhtd etdlld

kulman kyljistd. Saadaan yht4lo
3x+2y+12[ _|2x-3y-3| E
V3P + 27 V2% +(=3)
Bx+2y+12|=[2x-3y -3
3x+2y+12:i(2x—3y—5)

3x+2y+12=2x-3y-5 tai 3x+2y+12=-2x+3y+5

(Dx+5y+17=0 tai (2) Sx—y+7=0

Keskipisteet sijaitsevat suoran 3x +2y —1=0 ja kulmien

puolittajien leikkauspisteissa.

(
I 3x+aytiamo 3X+3y~/=0

sivu 314 e Péivitetty 19.2.2006
Keskipiste (1):
x+5y+17=0 (-3) (-2)
{3x+2y—1:0 ‘-1 ‘-5
—3x—-15y-51=0 —2x-10y-34=0
+{ 3x+2y-1=0 +{ 15x+10y—-5=0
-13y-52=0 -13x  -39=0
—13y =52 13x=39
y=—4 x=3
Keskipiste (1) on (3,—4).
Keskipiste (2):
S5x—y+7=0 2 (=3)
{3x+2y—120 ‘~1 ‘ -5
10x-2y+14=0 —15x+3y-21=0
+{ 3x+2y-1=0 +{ I15x+10y—-5=0
13x +13=0 13y—-26=0
13x=-13 13y =26
x=-1 y=2

Keskipiste (2) on (-1,2).

Vastaus  Ympyrin keskipiste on (3,-4) tai (-1,2).
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Tapa 2
—3x+1

Keskipiste on suoralla 3x+2y —1=0 eli suoralla y =
. ( —3x+ 1)
Siis se on | x, 5 .

Keskipiste on sdteen etdisyydelld tangenteista
3x+2y+12=0 ja 2x—-3y—-5=0. Saadaan yhtilo

tehtdvien ratkaisut

3x+2-_3x+1+12‘ 2y—3. X+ g
2 B 2 d:‘ax0+by0+c‘
V32 4+ 2? 2% +(=3) Ja* + b’
2x+2x—§—5
I3x =3x+1+12| 9o
_ 13
J13 J13
9 3
I3x = 3x+1+12|=2x+=x—-=-5
2 2
13| = 6lx—6l‘
2 2
6lx—6l=i13
2 2
6lx—6l=13 tai 6lx—6l=—13
2 2 2 2
6lx=19l tai 6lx=—6l
2 2 2
x=3 tai x=-1
Sijoittamalla muuttujan x arvot yhtiloén y =— saadaan
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-3-3+1 -8 . 3(-D+1_4
= =—=—4 tat y=————=—=2
YU YT >
Vastaus  Ympyrén keskipiste on (3,—4) tai (~1,2).
753
Tangentti
% a4 2x+y=0
4,1) y=-2x
= > k,=-2,joten
ol 2 sivuamispisteessd olevan

sateen kulmakerroin k. = %

Siteen yhtilo:
1
y—(—2)=§(x—1)

15
1) y=—x-=
AN

Olkoon ympyriin keskipiste (a,b). Pisteet (1,-2) ja (4,1) ovat
sdteen etdisyydelld keskipisteestd. Saadaan yhtélo
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(1-a)’ +(=2-b)" =(4-a)’ +(1-b)’ 754
1= 204+ @2+4+4b+b>=16—8a+da> +1—2b+ b Maédritetddn ympyrin K, keskipiste ja sdde.
5244 4h=17—8a—2b 4x° +4y* —24x+20y-3=0 |:4
6a =12 -6b x2+y2—6x+5y—§=0
a=2-b  keskipiste on (2-b,b) 4 , ,
Keskipiste toteuttaa sdteen yhtdlon (1). Saadaan xz—2-x-3+32—32+y2+2-y-§+(§j _(éj _220
1 5 2 \2 2 4
b=5(2—b)—5 D) D) 3
b5 (x—3)2+(y+§) :32+(§) +=
p=1-2_2 2 2 2
2 2 2 5Y
—3) 4| y+=| =4
3,2 (x5 o[
2 1
b=-1 Siis keskipiste on (3,—25) jasiddeon r=4.
Keskipiste on (2—b,b) =(3,-1) ja side on pisteiden Pisteiden (—1,—2%) ja (3,1%) kautta kulkevan suoran yhtild on
(4,1) ja (3,-1) vilinen etdisyys 5 3
2 2 N
r=@-3)"+(1- (") =T+ 4 =5 yi2=2 2(cqn) k=220 g Y=y =k(x-x)
Ympyran yhtilo on 2 -1-3 X, — X,
2 2 2
(x=3)"+(y+1) =({5) y+==—~(x+1)
X —6x+9+)y° +2y+1-5=0 5 -
X'+ )" —6x+2y+5=0 y+E:x+1
2 2 2 — _2
Vastaus  (x-3)"+(y+1) =(\/§) s 2
(x2+y2—6x+2y+520)




Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdavien ratkaisut

Ympyrin K,

keskipiste on (3,—21) = (3,_§j
2 2

sade on é-4:6
2
yhtild on
5 2
(x=3)° +(y+§) =6

x2—6x+9+y2+5y+?:36

x2+y2—6x+5y=36—9—§

x2+y2—6x+5y—%=0

Ympyridn K, ja suoran leikkauspisteet

2 83
Q) | +y —6x+5y—?—0

(2) y= x_g ‘Sijoitetaanyhtéiléén (D).
2
x2+(x—3j —6x+5(x—§j—§20
2 2) 4
2)
x2+x2—3x+2—6x+5x— 1—5—on
4 4
2x" —4x-26=0 |:2

x*=2x-13=0
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L_ 24452 2456

2 2

262314 _20£414) _ |, o

2 2

Leikkauspisteen y-koordinaatti saadaan yhtilostd (2) y = x — % :

x:l—\/ﬁ
R R

x=1+14
y=1+\/1_—%:—%+\/ﬁ

Vastaus Pisteissa (1—\/1—,—%—\/1_4j ja (1+\/ﬁ,—%+\/ﬁj



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut e sivu3i8 e Paivitetty 19.2.2006

755 Toisaalta pisteen (30,0) etdisyys suorasta kx—y+b=0 on 3,5:
Sijoitetaan kuvio koordinaatistoon seuraavasti: k-30—1-0+5| 3 1
\ : 7 ) =25
A B N O O B A R A A Ve + (1) 2
— —t e o L I S— ) +
y B _ 30k +6l_,1
) f 4 [\ | |30k+b|:3% K41
= _(D,O] ‘ \ E= 3"'0) } : 'k 1 1
\ \\ \ ;/ ' 30k +b=3—\k’+1 tai 30k +b=-3—~k* +1
\\ / TN WP 2 2
C Y b:3%\/k2 +1-30k tai b:—3%x/k2 +1-30k
Eturattaan yhtils: X4y =8 | Koskg b:114 on kakgi ratkaisua, jotka ovat toistensa vastalukuja,
- (1—30) 117 =357 ratkaistaan tapaus, jossa b >0:
Takarattaan yhtalo: X — +y =3,
Y g 8Vk* + :3%\/k2+ —30k
Maédritetddn rattaiden yhteisen tangentin yhtilo: | k<0
Olkoonse y=hkx+b eli kx—y+b=0. 4—\k* +1=-30k
2 —— 2
>0
Pisteen (0,0) etiisyys suorasta kx—y+b=0 on 8, joten g1 =
k-0-1-0+8 _Jax, + by, + ] — (K +1)=900¢°
VI +(=1)° va’ +b* 81(k> +1) = 3600k
Bl _q 3519k =81
k> +1 »_ 8l
bl =8k +1 3519
9
b=8Jk’ +1 tai b=-8Vk* +1 k=® ——  |k<0

V3519
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b=8Vk*+1
=8. i-l—l
\'3519
[3600  8-60 480
:8 = =
3519 /3519 /3519
y=kx+b
9 480

= — +
J3519 /3519
y=-0,1517...x +8,0915...

|6>0,k<0

y eli

Etsitddn tangentin y =—-0,1517...x +8,0915... ja ympyrdiden
leikkauspisteet 4 ja B.
1) Ympyrd x° + y* =8

x*+y* =8 | sijoitetaan y =—0,1517...x +8,0915...
X +(=0,1517..x+8,0915...)" = 64
x”+0,02301...x —2,455..x + 65,473...= 64

1,0230..x* —2,455..x+1,473...=0

2,455...£/(2,455...)" 41,02 301...-1,473...
X =
21,02 301

245520

2-1,02301...

y=0,1517...-1,2+8,09... = 7,909...
Siis 4=(1,2;7,909...)

=1,2, jolloin
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2) Ympyri (x—30)° + y* =3,5
(x—30)" +)* =3,5

(x—30)" +(=0,157..x+8,0915...)" =3,5°

x> —60x+900+0,02301..x> — 2,455..x + 65,473...=12,25
1,02301...x> —62,455..x +953,223...=0

sijoitetaan y =—0,157...x + 8,0915...

| 62,455...% \/(—62,455...)2 ~4.1,02301...-953,223...
a 2-1,02 301...

X

L 62,455..20
2-1,02 301...

x=30,525

y=-0,1517...-30,525 + 8,09... = 3,460...

Siis B =(30,525;3,46...)

AB =+/(30,525-1,2)" +(3,46...— 7,909...)" =29,660...

Kaari AC: A= (1,2; 7,909...)
tanog =——, josta ¢ =81,373...
AC:(%OO_2'8}’373“'0}2;;-8:27,541...
360
Kaari BD:
D:M 27-3,5=9,941...

o

Vastaus  Ketjujen pituus on 248 + AC + BD = 96,8 cm.
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756
u‘\l N Muunnetaan ympyran yhtilo
v i keskipistemuotoon.
(
X+’ =2y=0

>>< (x=0V+3*=2-p-1+1>=1>=0
(x=0)" +(y-1)"=1

eg——
—

Ympyrin tangentteja ovat esimerkiksi suorat y=0 ja x=1,

joiden leikkauspisteestd (1,0) ympyri niikyy suorassa kulmassa.
Tamain pisteen etdisyys ympyran keskipisteestd on

VP12 =42

Annetaan ympyrén kiertyd tangentteineen keskipisteensd ympari.
Talloin ympyrd ndkyy koko ajan suorassa kulmassa ja
tangenttien leikkauspiste on koko ajan etdisyydelld V2 ympyran
keskipisteesta.

Nadin pisteet, joista ympyrd nikyy suorassa kulmassa,
muodostavat ympyrén, jonka keskipiste on sama kuin
alkuperdisen ympyrén keskipiste ja side on V2.

Saadaan

¥ +(y=1) =(V2)

Vastaus  x° +(y—1)2 = (ﬁ)z
(x2 +y° —2y—1:O)
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