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801 Saadaan yhtélo

Paraabeli on niiden pisteiden (x, y)joukko, jotka ovat yhti
. . . . d1 = dz
kaukana johtosuorasta ja polttopisteesta. _
Josa>0 ja b>0,

J2+(y-1) =]y-3
>(V0y ) Ly ~| niina=b < a* = b

(Vo) =a

2
_ (N + (=17 ) =l
lal* =
x* +(y—1)2 =(y—3)2
W+ 2 =2y +1= R —6y+9
X +4y-8=0
4y=—x"+8 |4
y —lx2 +2
Pisteen (x, ) etdisyys suorasta y =3 on d, =|y —3|. 4
Pisteen (x, ) etéisyys pisteestd (0,1) on
__ 1o
dzz\/(x—0)2+(y—1)2 ‘dz\/(xz—xl)2+(y2—yl)2 Vastaus y__zx 2
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Olkoon (x, y) paraabelin piste. Paraabelin miiritelmén mukaan
pisteen (x, ) etdisyys polttopisteestd (1,2) on yhté suuri kuin
etdisyys johtosuorasta y = —3.

Y A

Pisteen (x,y) etdisyys polttopisteestd (1,2) on

d, =(x=1D? +(y-2)
Pisteen (x, ) etéisyys johtosuorasta y =—3 on

dy =y - (=3)| =]y +3|
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Saadaan yhtélo
d =d,

\/(x—l)2 +(y—2)2 = |y+3|

=20 20

(Joo0 + (=20 ) =(+3)

(x—l)2+(y—2)2 :(y+3)2
X =2x+1+y —4y+4=3"+6y+9
x> =2x—-4-10y=0

Josa>0 ja b>0,

nilna=5b < a> = b>.

(Va) =a

la* = a?
|:10

2

5

10y =x* —2x—4

ST
1 1 2
Vastaus y=—x’——x——
10 555
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803 Pisteen (x,y) etéisyys johtosuorasta x=3 on

Olkoon (x, y) paraabelin piste. Paraabelin miiritelmén mukaan

pisteen (x, ) etdisyys polttopisteestd (2,1) on yhté suuri kuin dy =|x 3]
etdisyys johtosuorasta x =3. Saadaan yhtals
A d, =d,

T

Josa>0 ja b>0,

. — niina=5b < a* = b>.

(\/(x_2)2+(y—1)2)2:|x_3|2 (\/Z)zza

44 laf* = a?
(x-2)° +(y—1)2 =(x-3)°
>/( x> —4x+4+y" —2y+1=x"—6x+9
2x—4+y*=2y=0
2x=—y"+2y+4  |:2

= X=3

L >
X=——=)y"+y+2
2y y

Pisteen (x,y) etdisyys polttopisteestd (2,1) on

1
dlz\/(x—2)2+(y—1)2 Vastaus x:—gy +y+2
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Olkoon (x, y) paraabelin piste. Paraabelin miiritelmén mukaan
pisteen (x, ) etdisyys polttopisteestd (—2,1) on yhtd suuri kuin
etdisyys johtosuorasta x =—3.

X=+3
Pisteen (x, ) etdisyys polttopisteestd (—2,1) on

d, =\(x+2)* +(y-1)’
Pisteen (x, ) etéisyys johtosuorasta x =-3 on

d, =|x—(=3)|=lx +3]
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Saadaan yhtélo

d =d,

JGa+27 +(y=1) = x+3]
>0 >0

2

(\/(x+2)2 +(y—1)2) :|x+3|2

(x+2)2+(y—1)2:(x+3)2
X*+4x+4+)" -2y +1=x"+6x+9
2x-4+y*-2y=0

2x=y>-2y-4
1,
xX=—y " —y-=2
2)’ y
15
Vastaus x:Ey -y-=2

Josa>0 ja b>0,

niina=>b < a> = b°.

(Va)

lal’ =
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Olkoon (x,y) paraabelin piste.

>x N

Pisteen (x,y) etdisyys polttopisteestd (-2,3) on

d,=(x+2) +(y-3)

Pisteen (x, ) etéisyys johtosuorasta
y=x+2eli x—y+2=0o0n

g - |x—y+2| d_|ax0+by0+c|
’ VI2 4+ (=1)° Va* +b?
_|x—y+2|

NG
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Paraabelin mééritelman mukaan saadaan yhtilo

d1:d2
— 2| Josa>0 ja >0,
(x+2) + _32:&
\/x b )J V2 niina =b < a® = b,
>0 —

20

2 (Va) =a
(Y24 (-3 )2 :(%j %jz _a

[\
[\

(x+2)2+(y—3)2=—(x_)2/+2) |-2

2(x2+4x+4+yz—6y+9):(x—y)2+2-(x—y)-2+22
2x* +8x+8+2y° —12y+18=x> —2xp+ 1> +4x—4y +4
x> +4x+22+y" =8y +2xy =0

Vastaus  x° + y* +2xy+4x—-8y+22=0
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806 Paraabelin mééritelmédn mukaan saadaan yhtilo
Olkoon (x,y) paraabelin piste. d, =d,
K Jor oy eyl |lesaz0 e b0
._ = : . Js niin a =b < a* = b*
2 1 4) 20 —
2
" (Ja)' =a
~
i Ay (\/(x2)2+(y1)2)2:[—|2)“’y‘1|j2 (ﬁ L
J5 b) b
1~ X = o
2
= —dx 1 5

5(x —4x+4+2—2y+1)=(2x+y) -2-(2 1412
Pisteen (x, y) etéisyys polttopisteestd (2,1) on (x FrAvy —ays ) (2x+) (2x+ )1+

5x =20x+20+5y" =10y +5=4x> +4xp+ y* —4x -2y +1
2 2 —

dlz\/(x—2)2+(y—1)2 x°—16x+24+4y" -8y —4xy=0
x> +4y* —4xy—16x—-8y+24=0

jajohtosuorasta y=—-2x+1 eli 2x+y—-1=0 on

J _|2x+y—1|_|2x+y—1| , ,
2 \/m NG Vastaus x" +4y" —4xy—16x—-8y+24=0
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Paraabelin akseli kulkee polttopisteen (—1,2) ja huipun (1,2)

kautta. Polttopisteen ja huipun y-koordinaatti on 2, joten akselin
yhtdlo on y=2.

Johtosuora on kohtisuorassa akselia vastaan, joten se on
pystysuora ja siten sen yhtild on x = a. Koska huipun (1,2)

etdisyys polttopisteesti (—1,2) on 2, pitii olla vilttimitti huipun
etdisyys johtosuorasta myds 2 (paraabelin miiritelma).

Siis johtosuora on x =3 (suora x =—1 ei kelpaa, koska
polttopiste ei ole johtosuoralla).

Paraabelin polttopiste on siis (—1,2) ja johtosuora on x=3.

I A

X\
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Olkoon (x,y) paraabelin (mielivaltainen) piste.
Talloin paraabelin miiritelmidn mukaan saadaan yhtilo

d1:d2
Josa>0 ja b>0,
(x+1)° +(y=2)" = |x =3
\/x >O(y ) %)—’ niina=b < a’> = b°.
b 2
(Joe 0 w2y ) <3t |
lal* =

(x+1)2+(y—2)2 =(x-3)°
x*+2x+1+1y? —4y+4=x"—6x+9
Sx—4+y° —4y=0
Sx=—y"+4y+4

gtz L, 1

s° 2772
1 , 1 1
Vastaus x=——)"+—y+—
s° 2772

(y* +8x—4y—4=0)
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Perusparaabelin huippu on (0,0) ja akseli y-akseli (x =0).
Koska polttopiste on paraabelin akselilla, niin merkitdaan
polttopistettd (0,a).

Johtosuora on kohtisuorassa paraabelin akselia vastaan, joten se

on vaakasuora ja sen yhtilo on siten muotoa y =k.

Huipun (0,0) etiisyydet polttopisteesti (0,a) ja johtosuorasta
y =k ovat yhtd suuret, joten k =—a.
Siis johtosuora on y =—a.

LX’F L:j-—'}({

'? =

Paraabelin piste on esimerkiksi (1,1). Koska paraabelin pisteen

etdisyydet polttopisteestd ja johtosuorasta ovat yhta suuret,
saadaan yhtilo

tehtdvien ratkaisut

sivu 328 e Péivitetty 19.2.2006

d, =d,
JO=12+(a=17 =|1-(=q)

Vi+(a=1 =1+

=0 20

(m)z =|1+a|2

1+(a=1)"=(+a)
l+a*> -2a+1=1+2a+a*
—4a=-1

Josa>0 ja b>0,

niina=b < a’* = b>.

(Va)’

lal* = &2

a =

1
4

. . 1y, . 1
Polttopiste on siis (O,Zj ja johtosuora on y = —Z.
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Valitaan koordinaatisto niin, ettd Aurinko ja ratakdyran
(paraabelin) polttopiste on origossa sekd johtosuora on
vaakasuora ja polttopisteen alapuolella. Paraabelin huippu on
lahinna polttopistettd, joten huipusta polttopisteeseen ja
johtosuoralle on 50 miljoonaa kilometria.

AN (il )
\ ¢
_ Ao
/50
ad 50
APAE JHL T 1
L * :/. 1
160 X (iﬂ 7 fm )

—/00 '[

Koska Maa on paraabelilla ja Maan etdisyys Auringosta
(paraabelin polttopisteestd) on 150 miljoonaa kilometrié, niin
Maan etiisyys johtosuorasta on myds 150 miljoonaa kilometria.
T&lloin Maan etiisyys x-akselista on 150 —100 = 50 miljoonaa
kilometria.
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Kulma f saadaan yhtélosté

. 50

Simp=——-—

P =150
B=19,47122...

Kulma « on
a=180"-2£=141,057.."

Tapahtumien aikaviéli on siten

at =—%.365 vk ~ 143 vk
360°

Vastaus  Aikavali on143 vuorokautta.
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Tapa 2
Valitaan koordinaatisto niin, ettd Aurinko on origossa ja

pyrstotihti lihimmilldzn pisteessd (0,4 ), missid d =50-10° km .
Paraabelin johtosuora on tédlloin y =-2d .
Paraabelin yhtidloksi saadaan

‘y+2d‘:\/x2 +y°

Vv +4dy +4d* =x* +y°

4dy = x* — 4d*
1

=—x" —d
Y

Maapallon ratakiyrd on x* + y* = 7>, missd »=150-10° km.
Paraabelin ja ympyrin leikkauspisteet saadaan yhtéloparista

4P =
1
yzaxz—d
24yt =r?
{xz=4a’y+4a’2
4dy +4d* + y* =r?
{xz=4dy+4a’2

tehtdvien ratkaisut
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(y+2a’)2=r2
I
=—x"—d
ar
y+2d=r
1 , (y+2d >0 paraabelilla)
=—X —
Y 4a
y=r-2d
r—2d sz—d
\ 4d
y=r-2d
x? =4dr —4d*
y =+\ddr —4d* =+2\dr —d*
y=r—-2d

Leikkauspisteiden vilinen etédisyys on siis

s=4dr—d* ~283-10° km.

Aikaero saadaan ratkaisemalla torméyshetkien maaraami Maan
kulkema kaari « :

Ca Wdr—d? \/d d?
sin—=——=12

2

r r r

joten a = 141° ja aikavili on likimain % 365 vrk =143 vrk .

Vastaus  Aikavili on143 vuorokautta.
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a) y=x"+12x+31 y=ax*+bx+c, a#0

Paraabeli on ylospiin aukeava, silld a =1>0.
Paraabelin huippu:

_b_-12
2a 21 _
v, =(=6)* +12-(=6)+31=-5 L

X0

Huippu on (-6,-5).
Paraabelin akseli on x =-6. X=—C

b)
|- (D)

‘y:ax2+bx+c, a#0

—y=3x"+18x+25
y=-3x>-18x-25

Paraabeli on alaspiin aukeava, koska a =-3<0.
Paraabelin huippu:

L_h_ 18 18
" 2a 2.(=3) -6

vy =-3-(=3)"=18-(=3)-25=2

("3}&)

Huippu on (-3,2).

Paraabelin akseli on x =-3.
X=-3

e sivu33l e Péivitetty 19.2.2006

¢) y=3(x+D(x-1) ‘y:a(x—xl)(x—xz), a#0

Paraabeli on ylospiin aukeava, koska a =3>0.
Paraabelin nollakohdat ovat

x=-1ja x,=1
joten paraabelin hupun x-koordinaatti on

x+x, —-1+1
_X'O: 1 2: =

2 2

0

Huipun y-koordinaatti on

v, =3(0+1(0-1)=-3

Huippu on (0,-3).
Paraabelin akseli on x =0.

d) y-5=-4(x+1) ‘y—yoza(x—xo)z,a;to

Paraabeli aukeaa alaspéin,
koska a =-4<0. (-4,5)
Paraabelin huippu on (-1,5) ja
akseli x=-1.
p i
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a) y=x"+6x+5 y=ax*+bx+c, a#0

Paraabeli on ylospéin aukeava, koska a =1>0.
Paraabelin huippu:

-b -6
xoz—:—:—
2a 2-1
2
o =(=3)+6-(-3)+5=-4
0 (-2~H)
Huippu on (-3,-4). ow =23

Paraabelin akseli on x =-3.

b)
Sy=—x"+10x-25  |[:5
__ 1 _ 2
y——gx +2x-5 ‘y—ax +bx+c, a#0
: 1
Paraabeli on alaspiin aukeava, koska a = 3 <0.

Paraabelin huippu:
-b =2 -2

_b 2
2a 2_(_1) 2 2
5 5

1
y0=—§-52+2-5—5=0

X0

tehtdvien ratkaisut

sivu 332 e Péivitetty 19.2.2006
Huippu on (5,0). (5/9)
Paraabelin akseli on x =5.
X=5

c) y+4:—(x—4)2 ‘ y—yoza(x—xoz), a#0

Paraabeli on alaspiin aukeava, koska a =—-1<0.
Paraabelin huippu on (4,—4) ja akseli x =4.

((7,{ —L/)

X=H4
d) y=(x+3)(x-1) ‘ y=a(x—x)(x-x,), a0

Paraabeli on ylospéin aukeava, koska a =1>0.
Paraabeli nollakohdat ovat x, =-3 ja x, =1.

Paraabelin huippu: \
X = 6N+x -3+1 1
2 2

vy =(=143)(=1-D=2-(-2)=—4

Huippu on (-1,-4).

Paraabelin akseli on x =—1.



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut

812

a) y=-2x"+3 y=ax* +bx+c, a#0

— alaspiin aukeava paraabeli, koska a =—-2 <0
— huippu:
-b 0
Xpn =——= = 0
° 20 2(-2)
Vo=-2-0°+3=3
huippu (0,3)

sivu 333 e

— nollakohdat:
2x?+3=0 4
—2x* =-3
=2 //fh\\_ .
2 1 ;
xX== 2
2
V2)
x=% ﬁ = i—6 ~=+1,2
2 2
— lisdpisteitd y=-2x°+ 3
X ‘ y=-2x"+3 ‘ (x,y)
2 -5 ‘ (2,-5)
-2 -5 (-2,-5)

Paivitetty 19.2.2006

b) y=3x"—4x-8 y=ax*+bx+c, a#0

— ylospdin aukeava paraabeli, koska a =3 > 0.

— nollakohdat:
3x* —4x—-8=0

_4J_r\/(—4)2—4-3-(—8)
- 2-3

x:4iﬁ:4i4ﬁ 1
6 6

2427

3

x~2,4 tar x~—1,1

X

xy

X

- R — )
— lisépiste: y=OKEa =0

Kun x =3, niin y=3-3>-4.3-8=7
Piste (3,7).



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut e sivu334 e Paivitetty 19.2.2006

C) d)
y=—(x+2)(x-2) |y=a(x—x1)(x—xz), a#0 y—1:2(x+3)2 ‘y—yoza(x—xo)z, a#0
— alaspdin aukeava paraabeli, koska a =-1<0. — ylospéin aukeava paraabeli, koska a =2 >0
—nollakohdat: x, =-2 ja x, =2 — huippu on (-3,1)
— huippu:
% = nt+x —2+2_, — lisdpisteiti:
2 2
yo=—(0+2)(0-2)=4 X y:2(x+3)2+1 (x,y)
huippu (0,4) -2 3 (-2,3)
-4 3 (-4,3)
— lisdpisteita:
-1 9 -1,9
x |y:—(x+2)(x—2)| (x,») (-1.9)
-5 9 (-5,9)
1 3 (1,3)
-1 3 (-1,3)
YA Ay
2.,
1 X
3,-
1 X

y=—(x+2)x-2) y—1=2(x + 3)?
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Alaspiin aukeavan paraabelin yhtdlo on Paraabelin yhtild on y=—x* —x+1.

y=ax’ +bx+c, a<0
Paraabelin huippu:

Paraabelin pisteet toteuttavat paraabelin yhtdlon, joten saadaan

yhtidloryhma X, :__b — I - 1
1=a-0°+b-0+c 2¢ 2-(-1) 2
2
—l=a-1*+b-1+¢ yoz_(_lj _(_lj+1:_l+l+1:11
2 2 4 2 4

“1=a- (2’ +b-(-2)+¢c

. ( 1 1)
Huippuon | ——,1—|.
(1) c=1 |Sijoitetaan yhtlsihin (2) ja (3). 2 4

(2) a +b+c=-1
(3)|4a-2b+c=-1

Paraabelin nollakohdat:

—x*—x+1=0
a+b+1=-1 121 —4.(CD-1 1445 1245
4a-2b+1=-1 r= 2.(=1) -y o)
(4){61 =—b-2 ‘ Sijoitetaan yhtiloon (5).
(5) [4a-2b=-2 Vastaus  Paraabelin yhtilo on y =—x* —x+1.
: 1.1
4(=p-2)=2b=-2 Huippu on (—E,IZJ.
—6b =06
~1£+/5
b=-1 |Sijoitetaan yhtiloon (4). Nollakohdat ovat x=——-==.

a=-b-2=—(-1)-2=1-2=-1
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Paraabelin akseli on y-akseli (pystysuora), joten paraabeli on
ylOs- tai alaspdin aukeava. Paraabelin yhtdlé on huippumuodossa

y—yoza(x—xo)z, a#0 ‘(anJ/o):(OaO)

y—0=al(x- 0)’
y = ax’
a)
Paraabeli kulkee pisteen (—2,20) kautta, joten saadaan yhtild
20=a-(-2)’
20=4a
a=>5

Paraabelin yhtilo on siis y = 5x°

b)
Paraabeli kulkee pisteen (6,—12) kautta, joten saadaan yhtild

~12=q-6°

—12=36a
-12
a=——
36
1
a=——
3

: . 1
Paraabelin yhtdlo on siis y = —Exz :
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815

Paraabelin akseli on pystysuora, joten paraabeli on ylos- tai
alaspdin aukeava. Sen yhtélo on huippumuodossa

y—yoza(x—x0)2, a#0 ‘(XO»J’O):(_2»4)
y—4:a(x+2)2

Paraabeli kulkee pisteen (—5,—%) kautta, joten saadaan yhtilo

L a5y
2
—4l=9a
2
_2
g2 _21_1
9 29 2

Siis paraabelin yhtilo on
y—4:—%(x+2)2
Huomautus: Paraabelin yhtdlo perusmuodossa on

1
)/—4:—5(x+2)2

y—4:—%(x2+4x+4)

1,
—4=——x"-2x-2
4 2

1,
L S
Y=
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Ylospain aukeavan paraabelin yhtédlé nollakohtamuodossa on

y:a(x—xl)(x—xz), a>0 |x1:—3, X, =2
y:a(x+3)(x—2)

Paraabeli kulkee pisteen (1,—16) kautta, joten

—16=a(1+3)(1-2) |
~16=—4a :

_\/s.__
a=4 (>0) X
. - Paraabeli y, =x— x* on paraabelin V= x* — x ylipuolella, kun
Paraabelin yhtilo on siis y =4(x+3)(x-2). 3, >y
2 >N
22
Paraabeli leikkaa y-akselin, kun x =0 X=X >x =X
237 +2x>0  [:2(>0)
y=4-(0+3)-(0-2)=4-3-(-2)=-24 S
—x" +x
Paraabeli leikkaa y-akselin pisteessé (0,—24). Nollakohdat: Kuvaaja:
—x*+x=0 y=—x2+x
x(=x+1)=0 +
x=0 tai x=1 >
— /0 1 \ -
Siis 0 <x <1

Vastaus O0<x<l
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Q
5:)(«;—52)(

L4
Y= oX+X+6

Leikkauspisteet saadaan ratkaisemalla yhtidlopari.

(1) |y=x*+2x Sijoitetaan yhtilodn (2).
(2){y:—x2+x+6
XX 42x=—x"+x+6
2x +x-6=0
x:—li\/12—4-2-(—6):—1i7
2-2 4
xlzgzg tai x2:_78:—2 ‘y:x2+2x
2

: . . 1) .
Leikkauspisteet ovat siis [%’SZJ ja (=2,0).
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Suoran kulmakerroin on

1

5—-0 5-—
k:yz_Jﬁ: 4 _ 4:2,122
X, — X é—(—2) 31 4 2 4

2 2

Suuntakulma « saadaan ratkaisemalla yhtédlo

tanoz:i ‘tana:k
2
a =56,3099..°
a~56°

Vastaus  Suuntakulma on 56°
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Yhteiset pisteet saadaan ratkaisemalla yhtélopari.

a)

(D) |y=—x*+2x-2 Sijoitetaan yhtiloon (2).
(2){)/ =2x—-6
x> +2x-2=2x-6
—x* =—4
¥ =4
x=12 ‘y=2x—6

Kun x=2,niin y=2-2-6=-2.
Kun x =-2, niin y=2-(-2)-6=-10.

Yhteiset pisteet ovat (2,-2) ja (-2,-10).

b
) (1) {y = x> +2x-2 ‘ Sijoitetaan yhtilosn (2).
(2) | y=2x-2
—x* +2x-2=2x-2
—x*=0
x> =0
x=0 |y=2x-2

Kun x=0,niin y=2-0-2=-2.

Yhteinen piste on (0,-2).
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c)
(D |y=—x*+2x-2
(2)

—x?+2x-2=2x-1

y=2x-1

2
—x" =1

2
x°=-1
—_ —
=0 <0

el ratkaisua

Ei yhteisid pisteita.

Sijoitetaan yhtiloon (2).

aina epatosi
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Yhteiset pisteet saadaan ratkaisemalla yhtélopari.

(D {y=x>+x+1
(2) |x=-2 Sijoitetaan yhtiloon (1).

y=(-2-2+1=4-1=3
Yhteisid pisteitd on vain piste (-2,3).

Y16spiin aukeavan paraabelin y = x> + x +1 akseli on

pystysuora.
Koska suora x =—2 on myds pystysuora, niin se ei ole paraabelin
tangentti. Suora x = -2 ei siis sivua paraabelia vaikka

paraabelilla ja suoralla x =—2 on vain yksi yhteinen piste.
aksel

]
|
I
I
|

(_2:3) kﬁ:)(.?f-}('l"f
|

|
I

X==
Vastaus  Yhteisid pisteitd on vain piste (-2,3).
Suora ei sivua paraabelia.
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Leikkauspisteet saadaan ratkaisemalla yhtilopari.

(1) |y=4x+t
(2)|y=2x*-8x+5

2x* —8x+5=4x+¢
232 —12x+5-1t=0

Sijoitetaan yhtiloon (1).

Toisen asteen yhtdlon diskriminantti on

D=(-12)"-4-2-(5-1)=144— 40 + 8 = 8¢ + 104

a) Leikkauspisteitd on olemassa, jos D >0.

D=0
8+104=0

8t >-104

t>2-13

:8(>0)
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b) Koska paraabelin y =2x* —8x + 5 akseli on pystysuora, niin 822
nouseva suora y =4x +¢ sivuaa paraabelia tdsmalleen silloin, Paraabeli y =1—x” on alaspiin aukeava, joten sen akseli on
kun paraabelilla ja suoralla on vain yksi leikkauspiste. Siis y-akselin suuntainen (pystysuora).

Talloin suora on paraabelin tangentti, jos ja vain jos suora ei ole

D=0 pystysuora (eli silld on kulmakerroin) seki suoralla ja paraabelilla
8+104=0 on vain yksi yhteinen piste.
8t =104 |:8 // tangentti
t=-13
c) Leikkauspisteitd ei ole, jos D <0. Siis akseli
Olkoon tangentin kulmakerroin k. Sen yhtilo on
D <0
87 +104 < 0 Y=y =k(x-x,) | (x0,30) =(2,-3)
8t < —104 |:8(>0) y=(=3)=k(x-2)
t<-13 v+3=kx-2k
y=hkx—-2k-3
Tangentilla ja paraabelilla on vain yksi yhteinen piste.
Vastaus a) t>-13 b) t=-13 C) t<—13 (1) y= kx—2k-3 SijOitetaan Yhtaloon (2)
(2) y=1- x?

kx -2k —3=1—x*
X +hkx—2k-4=0

Toisen asteen yhtalolla on vain yksi ratkaisu, jos ja vain jos
diskriminantti on nolla.
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D =b>—4ac
a=1, b=k, c=-2k—-4

D=0

k*—4-1(2k-4)=0

kK> +8k+16=0
(k+4) =0
k+4=0
k=-4

Tangentin yhtilo on siis

y=hkx—2k-3 |k=-4
y=—4x+5

Vastaus y=—4x+5
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Kiyrd y =—x” +ax +b kulkee origon (0,0) kautta, joten
0=-0"+a-0+b
b=0

Siis kdyrédn yhtil on y = —x* + ax

Koska alaspdin aukeavan paraabelin y =—x* + ax akseli on
pystysuora, niin paraabeli sivuaa nousevaa suoraa y =3x+4 jos
ja vain jos niilld on tdsméilleen yksi yhteinen piste.

Y= IX+4H

\

\ (0,0)

\ A
Y==X ¥ax

Yhteiset pisteet saadaan ratkaisemalla yhtédlGpari.

(D) [y=3x+4 | Sijoitetaan yhtiloon (2).
(2){y:—x2 +ax

3x+4=—x>+ax
x> +3x—ax+4=0

x2+(3—a)x+4:O
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Koska yhteisid pisteitd on vain yksi, niin

D =b*>—4ac
a=1, b=3—-a, c=4

D=0

(3-a) -4-1-4=0

(3-a) =16
3—a:ix/g
3—a=%14

3—a=4 tai3-a=-4

a=-1 tai a=17

a=-1 o la=7
Vastaus {b tai {
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Paraabeli kulkee pisteen (2,2) kautta, joten saadaan yhtild

2=q-22+b-2+2
4a+2b=0

Paraabeli y = ax® +bx + 2 on ylos- tai alaspdin aukeava, joten sen
akseli on pystysuora (y-akselin suuntainen).

Suora 2x — y—2 =0 ei ole pystysuora, joten se sivuaa eli on

paraabelin tangentti, jos ja vain jos suoralla ja paraabelilla on vain
yksi yhteinen piste. Yhteiset pisteet saadaan ratkaisemalla
yhtilopari.

(1) [2x-y-2=0
(2){ y=ax> +bx+2 ‘ Sijoitetaan yhtiloon (2).
2x—(ax® +bx+2)-2=0

2x —ax* —bx-2-2=0 ‘-(—1)

ax? +bx—-2x+4=0
ax* +(b-2)x+4=0

Koska yhteisid pisteitd on vain yksi, niin saadaan yhtilo

D=0 D=b*—4ac
(h-2)-4-a-4=0
b* —4b+4—16a=0



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut

Saadaan yhtél6pari
4a+2b=0
b* —4b+4-16a=0
(3) |b=-2a
(4) P> —4b+4-16a=0

(=2a)’ —4-(=2a)+4—16a=0
4q> +8a+4—-16a=0

4a*> —8a+4=0
a’—2a+1=0
(a—1)2=0
a—1=0

a=1

b=-2a=-2-1=-2

Vastaus a=1ja b=-2

Sijoitetaan yhtiloon (4).

Sijoitetaan yhtiloon (3).
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a)

Auton jarrutusmatka y (m)
()

Auton nopeus X Y

Koska jarrutusmatka on suoraan verrannollinen nopeuden nelioon,
saadaan yhtilo

y=hk*  |vakiok#0

Jos x =100 (kij, niin y =60 (m), joten saadaan yhtild vakion

k ratkaisemiseksi.
60 = k -100°
I = 60 60 _ 3
100> 10000 500

Siis y :ixz, x>0
500

Riippuvuutta kuvaa ylospdin aukeavan paraabelin osa. Huippu on
origossa.

y (m)4
x(%j y(m)
0 0
50 15 20+
100 60
120 86,4
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b)
x=40(k—m
h
3 2
=—— X
4 500

Analyyttinen geometria

-ii--402::9,6(nﬁ
500

Jarrutusmatka on 9,6 metria.

©)
y =100(m)
3
=—X
Y7500
S
100=——x* |-500
500
50000 = 3x -3
» 50000
X =—
3

x:(i

) é9299:129,099...z130

Auton nopeus on 130 km/h.

[

tehtdvien ratkaisut

k_mj
h

e sivu34s e Péivitetty 19.2.2006

826

Viite. Kiyrd y+5=—(x— 1)° ei leikkaa x-akselia.

Todistus.

Kiyrd y+5=—(x— 1)’ on paraabeli, koska yhtdlé on muotoa
2

=2 :a(x—xo) , a#0.

Paraabelin huippu on (1,-5), joka on x-akselin alapuolella.

Liséksi paraabeli on alaspdin aukeava, koska a =—-1<0, joten
paraabeli sijaitsee kokonaan x-akselin alapuolella.
Kayri ei siis leikkaa x-akselia.

&\
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Tapa 2

Viite. Kiyrd y+5=—(x— 1)° ei leikkaa x-akselia.

Todistus.
Kiyrin y+5=—(x— 1)° ja x-akselin (y =0) leikkauspisteet
saadaan ratkaisemalla yhtdlopari.

(1) y+5=—()c—1)2

(2) y=0
0+5=—(x-1)°

(x+1)2 =-5

>0 <0

| Sijoitetaan yhtiloon (1),

aina epétosi

Yhtalolla ei ole ratkaisua.

Siis kéyralld ja x-akselilla ei ole leikkauspisteita.
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827
y=—ax’+x+a-=
4

— Koska kiyrd y=—ax’ +x+a —% on paraabeli, niin

—a#0
az(

—Jos —a>0 eli a<0,niin paraabeli on ylospéin aukeava.
Talloin se ei voi olla kokonaan x-akselin alapuolella.

Siis arvot a < 0 eivét kelpaa.
X

X
—Jos —a<0 eli a>0,niin paraabeli on alaspdin aukeava.

7 /‘\ /_\

Paraabeli on kokonaan x-akselin alapuolella, jos ja vain jos
paraabelilla ei ole nollakohtia. Talloin diskriminantin pitdd olla
negatiivinen.

Y
/1
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D <0 D =b*-4ac 828
5 Funktion /" kuvaaja on paraabeli
12 —4-(—a)[a——j< 0
4 2 . 2
y=x"+ax—x+1leli y=x"+(a-1)x+1
1+ 4a(a — —j <0
joka on ylospiin aukeava. Funktion pienin arvo on yhta suuri kuin
4a* —5a+1<0 paraabelin huipun y-koordinaatti.
Nollakohdat: Kuvaaja: 4 A
Huipun x-koordinaatti on
4a®> —5a+1=0 y=4a2—5a+1
+ — —-4.4. = —= =
a=5_ 5 -4-4-1 +> ey 1 > \ 1 7%
2.4 — X
1 1 1
_5+3 1 e (x
778 Huipun y-koordinaatti on oY)
: 1
a=1 tai a:Z 1—g ) - g
= +(a-1)- +1
Yo ( 2 j 2
.1 2)
Siis —<a<1 a>0 —aq) _g)?
2 | _-af (-2’
4 2
1 (-a)-2(1-a) +4
Vastaus 2 <a<l 4
—(1-a)’ +4

4
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Saadaan yhtalo
_(1_Z)Z+4:_3 4
~(1-a) +4=-12
~(1-a)’ =-16
(1-a)’ =16
l—azi\/ﬁ
l-a=+4

l-a=4 tail-a=-4

a=-3 tai a=>5

Vastaus a=-3 tata=>5
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Paraabelin y = x> + ax + a” + 1 huipun koordinaatit ovat
-b -a a

‘x():____
2a 2-1 2

_3a’ +4
2
Siis saadaan yhtélopari
Xy = _2 | Ratkaistaan parametri a.
2
B 3a* + 4
Yo 4
(1) | a=-2x, Sijoitetaan yhtiloon (2).
3a* +4
(2) |y = 4
3-(2x) +4 12x2+4 4-(3x7+1)
Yo = 4 = 4 = 4 =3x," +1

Vastaus  Paraabelin y =3x” +1.



Pyramidi4 e Analyyttinen geometria e tehtdvien ratkaisut

830

Pisteet muodostavat kolmion, jos ja vain jos piste (a, az) ei ole
x-akselillaeli a#0.

&\ C(a,a)
.
A(0,0}) 1 B(2,0) X

Mediaanien leikkauspiste on

M =(x,y)

_ XA+XB+M3}M+yB+ycj

5

3 3
(0+2+a O+O+a2j

b

3 3

2
_ a+2’a_], 220
3 3

Siis mediaanien leikkauspisteen (x, y) koordinaatit toteuttavat
ehdon
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x:a-zl:Z a # 0, joten
2
a’ (x,y);t(—,Oj
y="r 3
3
Koordinaattien vdlinen yhtédlo saadaan eliminoimalla parametri a.
a+?2
X = '3
3
2
a
= 3
Y73
3x=a+?2
3y=a’
(1) | a=3x-2 Sijoitetaan yhtildoon (2).
(2) 3 y=a’
3y =(3x— 2)°

3y=9x" —12x +4

4 2
=3x> —4x+—, (x, 7{—,0)
y X X 3 (xy) 3

Vastaus = Mediaanien leikkauspiste piirtdd paraabelin

4 o
y=3x"—4x+ 3 lukuun ottamatta pistetta

(% , Oj (paraabelin huippu).
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y<xt -2
x*+y"=2x-2y-7<0
1) Kéyrd y =x* —2 on ylospiin aukeava paraabeli, koska
a=1>0.

Paraabelin huippu on Paraabelin nollakohdat

b 0 x*=2=0
Xg=—=—-=0 5
2a 2-1 x°=2
)b:02_2:_2 x:iJEziL4
huippu (0,-2)
Lisépisteita
x | y=x"-2] (xy)
1 -1 (1,-1)
-1 -1 (-1,-1)
2 2 (2,2)
-2 2 (-2,2)

Epiyhtilon y < x” —2 toteuttavat paraabelin y = x* —2
pisteet ja kaikki sen alapuolella olevat pisteet, silld esimerkiksi
testipiste (0,0) ei toteuta epayhtilda.

2) Kidyrd x* + y* —2x—2y—7=0 on ympyri, koska
x* 4y -2x-2y-7=0
x*=2x+y*=2y-7=0

X =2 x 1+ =1 +y* =2y 1+1>=1*=7=0
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(x-1" =12 +(y-1Y =12 =7=0

(x-1+(y=1Y =12 +12+7
(x=1"+(y-1)" =9
(x-17 +(y-1)" =3

Ympyrin keskipiste on (1,1) ja side on 3.

Epéayhtilon
x* 4" —2x-2y-7<0 eli
(x-1*+(y-1)*<3?
toteuttavat ympyrin (x — 1)° + (y-— 1)2 =37 pisteet ja kaikki

ympyran sisdpuolella olevat pisteet, silld esimerkiksi testipiste
(0,0) toteuttaa epdyhtilon.

Epéyhtéloparin ratkaisuna on alue, jossa molemmat epayhtalot
ovat voimassa eli kuvan viritetty alue. Alueen reuna kuuluu
ratkaisuun.
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1)
y=>0

1,
<——x"+3
4 4
— Epéyhtélon y > 0 ratkaisuna on x-akseli y =0 ja sen

ylapuolinen alue.

— Kayra y = —%xz + 3 on alaspdin aukeava paraabeli, koska

a:—l<0.
4
Paraabelin huippu on Paraabelin nollakohdat:
b 0 L3
X, =~ =——_=0 4
2a 2( 1) 1 5
4 ——x"=-3 -4
| 4 2 |:(-4)
Vo= 07 +3=3 ¥ =12
x =212
x~=x35

huippu on (0,3)
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Lisépisteita:
X y:—%x2+3 (x,7)
2 2 (2,2)
-2 2 (-2,2)
4 -1 (4,-1)
-4 -1 (-4,-1)

: 1
Epdyhtilon y < —%xz + 3 toteuttavat paraabelin y = —sz +3

pisteet ja kaikki sen alapuolella olevat pisteet, silld esimerkiksi

testipiste (0,0) toteuttaa epéyhtilon.
2) Kiyrd x* + y*> +4x+3=0 on ympyri, koska

x*+y  +4x+3=0
x> +4x+1y*+3=0
X* 42 x-2+2° =22 +y*+3=0
(x+2) =22+ +3=0

(x+2) +1y?=22-3
()c+2)2+)/2=12

Ympyrin keskipiste on (-2,0) ja side 1.
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Epayhtilon
x> +y? +4x+3<0 el (x+2) +y* <1?

toteuttavat ympyrin (x + 2)* + y* =17 pisteet ja kaikki sen
sisdpuolella olevat pisteet, silld esimerkiksi testipiste (0,0) ei
toteuta epayhtiloa.

3) Kdyri x” + y* —4x+3 =0 on ympyri, koska

x*+y"—4x+3=0
x> —4x+y*+3=0
x*=2-x-2422 =22 +y* +3=0
(x—2)2—22+y2+3:O

(x-2) +)y*=22-3
(x=2)V+y* =17

Ympyrin keskipiste on (2,0) ja side on 1.
Epayhtilon

x*+y? —4x+3<0 eli (x—2) +y* <P
toteuttavat ympyrin (x — 2)° + y* =17 pisteet ja kaikki sen

sisépuolella olevat pisteet, silld esimerkiksi testipiste (0,0) ei
toteuta epayhtiloa.
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Kun yhdistetddn kohtien 1), 2) ja 3) ratkaisut, kuuluvat
ratkaisuun kaikki ne pisteet, jotka toteuttavat ainakin jonkin
kohdista 1), 2) tai 3).

Ratkaisualue on véritetty kuvassa.

Alueen reuna kuuluu ratkaisuun.

YA




