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833
Olkoon kysytty paraabelin piste A=(x,y).

/4(){,&3)

y=-x*+2x+1 '\
Koska piste A on paraabelilla y = —x* + 2x +1, piste
A=(x,—x2 +2x+1).

Pisteiden A ja B sekd A ja C kautta kulkevien suorien
kulmakertoimet:

Ya—VYs _ X +2x+1-1_ —x(x-2)

Kye = = =—X, X#2
A8 Xp — Xg X—2 X—2
Xa — Xc X—4
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— x> +2x+8=0
_2+422-4.(-1)-8
_—X2+2X+8 X= 2.(<1)
x—4 246
X =
-2

X=-2 tal x=4

:—1-(x+2)(x—4):_x_2 -

X—4

Kumpikaan suorista AB ja AC ei voi olla pystysuora, joten suorat
AB ja AC ovat kohtisuorassa, jos ja vain jos

Kng -Kac =—1
—X-(-x-2)=-1
X2 +2x=-1

X2 +2x+1=0
(x+1)° =0
Xx+1=0
X=-1 | x#2, x#4

kelpaa

Kun x=-1, niin y=—(-1)° +2.(-D)+1=-1-2+1=-2.

Vastaus  (-1,-2)
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834
Origon (0,0) etéisyys suorasta ax+(a—1)y-2=0 on
_la-0+(a-1)-0-2|
Va2 +(a-1)°
2

== :

ya‘+(a-1)
Koska vakio 2 on positiivinen, niin etéisyys d on suurin , kun
positiivinen jakaja v/a® +(a—1)> on pienin.
Jakaja on pienin, kun juurrettava

2
a’+(a-1)"=a*+a’-2a+1=2a*-2a+1
on pienin. Koska juurrettavan kuvaaja on ylospdin aukeava
paraabeli, niin juurrettava saa pienimmaén arvonsa, kun a on sama

kuin huipun x-koordinaatti.

_|axy +by, +¢|

Ja? +b?

d d

Lasketaan huipun x-koordinaatti a.
b 2 1
aO == = —
2a 2:2 2

e . . _ 1 b %
Suoran etéisyys origosta on suurin, kun a = > % &
Kysytyn suoran yhtél6 on
1
ax+(a-1)y-2=0 a:E
EX-F(i—ljy—Z:O -2
2 2
X-y—-4=0
Vastaus x—-y—-4=0
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835

Valitaan xy-koordinaatisto niin, ett4 kivi l&htee origosta.
Piirretd&n mallikuva, jossa yksikkéné on metri.

3 A

(4%;13,5)

F.'.‘ _>
98 | #£9 | &
Paraabelin yhtald nollakohtamuodossa on

X, =0

y=a(x—x)(x—x,) Y~
, =

y=a(x-0)(x-72)
y=ax(x-72)

Paraabeli kulkee pisteen (48; 13,5) kautta, joten saadaan yhtalo
vakion a ratkaisemiseksi.

13,5=a-48-(48—-72)

13,5=-1152a
135 3
~1152 256
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) .. 3
Paraabelin yhtalo on siis y = ———x(x=72).
y y 256

Paraabelin nollakohdat ovat x, =0 ja X, =72, joten paraabelin
huipun x-koordinaatti on

X t+X, 0+72
2 2

36

Xo

Paraabelin huipun y-koordinaatti on siten

3 3
=——_.36-(36-72 =—— x(x-72
Yo~ 556 ( ) Y ="256 ( )

=15,1875

Vastaus  Kivi kdy 15 metrin korkeudella.

tehtavien ratkaisut
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836
Piirretd&dn mallikuva, jossa yksikkéné on cm.

74 10,6)
(2 h)
-3 2 £
—— >
27

Paraabelin yhtald nollakohtamuodossa on

_ ~ ~ X, =-3
y=a(x—x)(x—x,) x =3
y=a(x+3)(x-3)

Paraabeli kulkee pisteen (0,6) kautta, joten saadaan yhtalo
a:n ratkaisemiseksi.
6=a(0+3)(0-3)

6 =-9a
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Paraabelin yhtal6 on siten 837
Piirretd&n mallikuva, jossa yksikkéné on metri.

2
y=—5(x+3)(x=3) | Dangen 4

‘?f/\

Lasketaan aukon korkeus, kun x=2. /;‘ (75, 10)

h=—§(2+3)(2—3)z3,3<4

Juusto ei siis mahdu aukosta.

>
X
Paraabelin yhtal6 huippumuodossa on
y—Yo=a(x—%)" | (%9, ¥5) = (15,10)

y-10=a(x-15)"
Koska (0,0) on paraabelin piste, saadaan

0-10=a(0-15)?
q- 10
157
2
45

Paraabelin yhtél6 on siten y—-10= —4—25(x ~15)°.
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Kiven ratakdyran tangentti ilmoittaa kiven hetkellisen suunnan. Koska ratkaisuja saa olla vain yksi, sen on oltava x=0.
Lahtésuuntaa edustaa origon kautta kulkeva suora y =kx. Saadaan yhtalo
Tangentilla y = kx ja paraabelilla y—10 = —435(x ~15)° on vain 60 — 45k |
= ™ _0 .2
yksi yhteinen piste. Yhteiset pisteet saadaan yhtaldparin avulla. 2
60 — 45k =0
(1) {y=kx | Sijoitetaan yhtaléon (2). 60 _4

45 3

2 2
(2)|y-10= _4_5()( -15) Tangentin (suoran) suuntakulma « saadaan yhtalosta

2 2
kx -10 = ——(x-15 -45
45( ) ‘ tana =k k:%

45kx — 450 = —2(x? — 30X + 225) .

45kx — 450 = —2%° + 60x — 450 tan o =3

a =53,1301..° ~53,1°

2x2 +(45k —60)x =0

x(2x + 45k —60)=0

Xx=0 tai 2x+45k-60=0

x=0 tai 2X = 60 — 45K

. 8045k
2

Vastaus 53,1

x=0 tal
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838 Koska paraabeli kulkee pisteiden (0,2) ja (5,5) kautta, saadaan
Valitaan koordinaatisto oheisen kuvion mukaisesti, yksikkdna on yhtalopari
metri.
Fangen < 2-h=a(0-3)
¢ | (3h) 5-h=a(5-3)
(1) [2-h=9a (1)
(55) (2)|5-h=4a 1
(1) (-2+h=-9a
(2)| 5-h=4a
(0,3)
3 =-ba
= | s a2 | Sijoitetaan yht&loon (1).
/ 4 1 3] 5[ 5
Heittokulma on yhta suuri kuin paraabelin pisteeseen (0,2) 5
piirretyn tangentin suuntakulma « . _h= 27 2
Ratkaistaan tangentin kulmakerroin k ja sitten suuntakulma 5
a (tana =k). h_37
Tangentin yhtald on 5
y—2=k(x-0) ‘y—yozk(x—xo)
y=kx+2
Paraabelin yhtél6 on
y—h=a(x-3)° ‘y—yO:a(x—xO)Z
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Paraabelin yhtal6 on siten Koska ratkaisuja saa olla vain yksi, sen on oltava x=0.
y_ﬂz_ﬁ(x_@? |5 Saadaan yhtalo
N ¥ 18 — 5k
5y —37=-3(x* - 6x+9) ; =0 -3
By —37 =-3x° +18x - 27 18 -5k = 0
5y =-3x*+18x+10  |:5 5k —_18
3, 18 18
=—=X"+—X+2 k=22
¢ 5 5 5

Suuntakulma saadaan yhtélosta
Tangentilla ja paraabelilla on vain yksi yhteinen piste.

tana =k k—18
(D) [y=kx+2 | Sijoitetaan yhtaloon (2). *= 5
3 , 18 18
2) | y=—=X"+—X+2 tang = =
)| y=-gx"+= =2
42— _Sy2 18 5 a=T4,475..°
33+ -y 20 -5
5 3)
3x% + 5kx —18% = 0 Vastaus 74,5

X(3x+5k —-18)=0
Xx=0 tai 3x+5k-18=0
18 — 5k
X =
3

x=0 tai
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839

Olkoon x (mk) kahvin kilohinnan korotus. Tall6in kahvin
kilohinta on 50 + x (mk) ja kahvia myyd&én kuukaudessa
500 —15x (kg). Kauppiaan voitto kahvikilosta on
(50 + x) —30 =20+ x (mK).
Kauppiaan voitto y (mk) kuukaudessa on

y =(20+ x)-(500 —15x)

y =10 000 — 300x + 500X —15x°
y = —15x? + 200x +10 000, x >0

Kauppiaan voittoa kuvaa siis alaspdin aukeavan paraabelin kaari.
Paraabelin huipun x-koordinaatti on

-b 200 20
XO‘%‘z.(_ls)_?NG’m(ZO)
YA
(mK)
|
!
i
1 3
6,67 X (mk)

Kauppiaan voitto on suurin, kun x =6,67 (mk), jolloin kahvin
kilohinta on 50 + x = 56,67 markkaa.

667 1K

kg

Vastaus

sivu 360 e

Paivitetty 29.3.2007

840

Piirretd&dn mallikuva, jossa yksikkéné on metri. Valitaan
koordinaatiston x-akseli pitkin vedenpintaa ja y-akseli tukipilarin
oikeaan reunaan.

M

B(10,h)

PO i

AL00)]

Paraabelin yhtél6 nollakohtamuodossa on

X =0
y=a(x—x)(x—x,) %, =20
y=a(x—0)(x—-20)

y = ax(x—20)
Paraabelin piste on (3,3), joten saadaan yhtald

3=a-3-(3-20) 13
1=a-(-17)

1
17
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Paraabelin yhtal6 on siten
1
=——x(x-20)
y 17

Sillan suurin alikulkukorkeus on

1 100

h=-—--10-(10-20) =——-=5,882...
17 17

Vastaus 5,8 m (pyoristys alaspain!)

tehtavien ratkaisut
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841
Piirretd&n mallikuva, jossa yksikkdna on metri.
YA
& (o)
A B INF T
— 50 -~ j\-‘}ﬁ; 7ix
D
C(o,—g31)
“ 5% e g

Maééritetddn paraabelien AGD ja BCE yhtél6t ja paraabelien
leikkauspiste D =(x, y). Pallon lyhin etéisyys hiekkakuopan

reunasta vaakasuunnassa mitattuna on 9 — x.

— Paraabelin AGD yhtél6 on
y=a(x—x)(x—x,) 212—:850
y=a(x+50)(x-8)
Paraabeli AGD kulkee pisteen G =(0,4) kautta, joten
4=a-(0+50)(x-8)
4=a-50-(-8)
4 1

a= =
50-(-8) 100
Paraabelin AGD yhtalé on y = —ﬁ(x +50)(x-8).
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— Paraabelin BCE yhtal6 on
X, =-9
y=a(x—x)(x=%,) X12:9

y=a(x+9)(x-9)
Paraabelin BCE piste on (0;-0,81), joten

—0,81=a-(0+9)-(0-9)
,_08L_ 8 1
81 8100 100

Paraabelin BCE yhtalo on y = ﬁ(x +9)(x-9).
— Paraabelien leikkauspisteen D x-koordinaatti:

1
(1) |y= —m(mso)(x—s)

1
(2) |y =m(x+9)(X—9)

1

1
ﬁ(x+9)(x—9) = —m(x+50)(x—8) |-100

| Sijoitetaan yht&loon (1).
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(x+9)(x-9)=—-(x+50)(x-8)
x? —81=—(x? —8x+50x — 400)
x? —81=—x*—42x+ 400
2x2 +42x —481=0
. 424422 —4.2.(-481)
2.2

—42 ++/5612
— ; | x>0

L _ —42+/5612
4

=8,2283...

— Pallon lyhin etdisyys hiekkakuopan reunasta vaakasuunnassa
mitattuna on

9-x=9-8,2283...=0,7716...~ 0,77 (m)

Vastaus 77cm
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842 x> -3y =0 (1)
Paraabelin x> —3y =0 eli y:%x2 huippu on x2+(y—-a)’ =a’ 1
_-b 0 1.,
©"% ,1 0 V73 X+3y =0
S +
L e (y-a) —a’
_102_
Yo=350"=0 3y+(y-a)’ =a’

Huippu on (0,0). 3y+y?—2ay+a’=a’

Piirretaan mallikuva. y?+3y—2ay =0
S y(y+3-2a)=0
y=0tai y+3-2a=0
4 y=0 tai y=2a-3
X13L4: ®,
I}A(O,,Q) ¢ ) —Kun y =0, niin
(4=4x") X +3-0=0
‘ x2=0
2l x=0
Yhteinen piste on siis origo (0,0).

Ympyra sivuaa paraabelia origossa, joten ympyran sdde on a.
Ympyran keskipiste on (0,a) ja sade a, joten sen yhtal6 on

(x-0)° +(y—a)’ =a?
x2+(y—a) =a

Paraabelin ja ympyrén yhteiset pisteet saadaan ratkaisemalla X=13(2a-3)
yhtélopari.

— Kun y=2a-3, niin
—x*+3(2a-3)=0
x? =3(2a-3)
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Koska yhteisia pisteita ei saa olla kuin origo (0,0), niin joko

1)
a—3
x=0 . [3(2a-3)=0 . (2a-3=0 T
eli eli eli eli a=
y=0 2a—-3=0 2a=3 a—g
2
tai
2)
3(2a-3)<0 :3(>0)
2a—-3<0
2a<3 :2(>0)
a<—
2
Siisasﬁ.

: . o1
Vakion a suurin arvo on siis 15.

Vastaus 1%
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y=px*—2pax+5—4p+4pq

Valitaan kéyréparvesta kaksi kdyrad ja maaritetadn niiden
leikkauspisteet. Nama leikkauspisteet ovat ainoat mahdolliset
pisteet, joiden kautta kaikki kayrét kulkevat. Tutkitaan lopuksi
minké leikkauspisteen kautta kaikki kéayrét kulkevat.

Jos p=0 ja q=0, niiny=5.
Jos p=1ja q=0, niiny=x*+5-4 eli y=x*+1.

Leikkauspisteet:
(1) [y=5 | Sijoitetaan yhtaléon (2).
(2){)’ =x*+1
5=x"+1
x> =4
X =22

Siis leikkauspisteet ovat (-2,5) ja (2,5).

1) Kun x=-2 ja y=>5, niin kdyréparven

y=px*—2pgx+5-4p+4pq
vasen puolion 5 ja
oikea puoli on p-(=2)* —2pq-(—2)+5-4p+4pq
=4p+4pg+5-4p+4pq
=8pg+5
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Piste (-2,5) ei toteuta kayraparven yhtaléa kaikilla vakioiden p
ja g arvoilla (esimerkiksi, kun p=1 ja gq=1). Kaikki kayrat
eivat siis kulje pisteen (-2,5) kautta.

2) Kun x=2 ja y=>5, niin kdyraparven
y=px*—2pgx+5—-4p+4pq
vasen puoli on 5 ja
oikea puoli on p-22-2pq-2+5-4p+4pq
=4p-4pq+5-4p+4pq
=5

Piste (2,5) toteuttaa kayraparven yhtalon kaikilla vakioiden p ja
g arvoilla. Kaikki kayrat siis kulkevat pisteen (2,5) kautta. -

Vastaus  (2,5)
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844
Leikkauspisteet saadaan ratkaisemalla yhtalopari.

(1) {y = x? - 2x | Sijoitetaan yhtaloon (2).

(2)|x2+y?-2x=0
X +(x2—2x)" —2x=0
(x2=2x)+(x2 —2x)" =0
(x* —2x)[1+(x* =2x)] =0
x* —2x=0 tai x*—2x+1=0
x(x—2)=0 tai (x-1)° =0
x=0 tai x—2=0 tai (x-1)° =0

x=0 tai Xx=2 tai x=1 y = x% —2x
y=0 tai y=0 tai y=-1
Vastaus  (0,0), (2,0) ja (1,-1)
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845

Valitaan paraabeliparvesta y, (x) = x? —ax+2a, acR, kaksi

(mielivaltaista) paraabelia ja ratkaistaan naiden leikkauspisteet.
Valitaan esimerkiksi

a=0: Yo (X)=x°
a=1: v (X)=x*—x+2

Néiden leikkauspisteet saadaan ratkaisemalla yhtéalopari.

(1) | Sijoitetaan yht&loon (2).
(2){y x> —X+2

X2 =x2—X+2

X=2 |y =x

y=2°=4

Siis ainoa leikkauspiste néille kahdelle paraabeliparven
paraabelille on (2,4).

Taman on samalla oltava kaikkien paraabeliparven paraabelien
yhteinen piste. Osoitetaan, ettd tdméa saatu yhteinen piste toteuttaa
paraabeliparven yhtaloon. Sijoittamalla x =2 saadaan

y,(2)=2°-a-2+2a=4-2a+2a=4
joten piste (2,4) on kaikkien paraabelien yhteinen piste.
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Paraabelit y, (x) = x> —ax+2a, acR , ovat ylospain aukeavia,
joten niiden akselit ovat pystysuoria (y-akselin suuntaisia).
Talloin pisteen (2,4) kautta kulkeva suora on paraabelin

tangentti, jos ja vain jos tangentilla ja paraabelilla on vain yksi
leikkauspiste ja tangentti ei ole pystysuora eli silld on
kulmakerroin.

7

| Ta.ng?n 744

(3,4)

£ éa—hg entd
Tangentin yhtalo on
y—4=k(x-2)
y=kx—2k +4
Tangentin ja paraabelin y = x*> —ax + 2a leikkauspisteet saadaan
ratkaisemalla yhtal6pari.

(1) [y=kx—2k +4
(2)

‘y_yO =k(x=%,)

y=x*—ax+2a | Sijoitetaan yht&loon (1).
x> —ax+2a=kx—2k +4
x? —ax—kx+2a+2k-4=0

x? —(a+k)x+2a+2k—-4=0
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Toisen asteen yhtéloll& on ratkaisuja, jos ja vain jos
diskriminantti on nolla.
D=0 D =b* - 4ac

[(a+K)] —4-1-(2a+2k —4) =0
(a+k)* —4(2a+2k-4)=0
a®+2ak +k*-8a-8k +16 =0
k?+(2a-8)k+a°-8a+16=0
k?+2(a-4)k+(a-4)° =0
[k+(@a-4)]" =0

(k+a-4)"=0
k+a-4=0
k=4-a

Vastaus  Yhteinen piste on (2,4).
Tangentin kulmakerroin on 4 —a.
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846
oA
13 = x2+ I
2 2
X+y="1
% S
A %)

Pystysuoria tangentteja ei ole, koska paraabelin akseli on
pystysuora.
Pisteiden O ja A kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

kOA—yO—_O—&’ XO #0

Talloin tangentin kulmakerroin on

NN S SV,

Koa Yo
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Tangentin yhtald on 1— y02 _ 4y02 +4y,=0
X, 5y,> +4y, +1=0
V=Y ==L(x=%) |-y (20 Yo T
Yo y 4t 42 —4.(-5)1
yoy_YOzz_xo(X_XO) ° 2-(-5)
VoY =Yoo = XX+ Xy’ Yo = _411(_)6
. (%o, Yo ) ON ympyran x* + y? =1 ,
XoX+ Yo¥ =% + Yo ste. ot , 2y y 1 iy -1 Xo" + Y, =1 joten
piste, joten x," + Y, = 0= "¢ 0=
5 Xo =+y1- Yo'
Sisaltdd myos tapauksen, X, =+ 24 tai X, =+y1-1
XoX+ Yoy =1 jossa x, =0, jolloiny, =1. 25
Tangentti ony =1. X = i& tai X, =0
5
Tangentilla ja paraabelilla on tdsmalleen yksi yhteinen piste.
Y hteiset tangentit ovat siis
(1) XX+ Yoy =1
26, 1 eli 26 -0
(2)|y=x*+1 | Sijoitetaan yhtdloon (1). * = ——y ell X=y-o=
2 _
KX+ Yo (¢ +1) =1 2\/_x——y 1eli 246x+y+5=0
XX+ YoX° + Yo =1 5
0-x+1- _1 li y-1=0
YoX> + XX+ Y, —1=0 | vain yksi ratkaisu ¢ Uy oy
D=0 | D =b?-4ac Vastaus
~4yy(y-1)=0 2/6x-y-5=0
, x02+y02:1, joten 2\/6X+y+5:0
—4y," +4y,=0 , , y—1=0
X =1-Y,
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847

Q) Xx=4-y? x=ay’+by+c, a0

Paraabeli on vasemmalle aukeava, silla a=-1<0.
Paraabelin huippu:

b 0
“2a 2-(-1)=0
Xy =4-0%=4
Huippu on (4,0).

Yo ‘X:4_y2

\3:.-'-
Paraabelin akselion y=0. (4,0)

b) 4y*+6y—2x+10=0
2x=-4y* -6y-10 |:(-2)
x=2y?+3y+5 | x=ay?+by+c, a=0

Paraabeli aukeaa oikealle, silla a=2 > 0.
Paraabelin huippu:

b -3 3 2
=—=—"=— X=2y“+3y+5
"% 22 1 [x=2y" +3y

2
Xp = (—gj +3.(—§j+5:2-£—2+5
4 4 16 4
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8 8 8 8
_3l
8
. 7 3
Huippuon | 3—,——|.
PP (8 4) 9=-7
: : 3
__2 Zz_3
Paraabelin akseli on y . (38'1‘1
c) x=2(y+1)(y-1) ‘X:a(y_yl)(y_yZ)’ a0

Paraabeli aukeaa oikealle, koska a=2>0.
Paraabelin huippu:

Paraabelin nollakohdat ovat y, =-1 ja y, =1, joten
huipun y-koordinaatti on

yi+y, -1+1
= = = O
Yo 5 > 3y =0
(-2,0)
Huipun x-koordinaatti on
X, =2-(0+1)(0-1) = -2 | x=2(y+1)(y-1)

Huippu on (-2,0) ja akselion y=0.
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d)x—5:—4(y+1)2 ‘x—xO:a(y—yO)z, az0

Paraabeli aukeaa vasemmalle, koska a=-4<0.
Paraabelin huippu on (5,-1) ja akseli y =-1.

NN

3=-1

(s-1)

848

a) X=3y? —6y+7 x=ay?+by+c, a=0

Paraabeli aukeaa oikealle, koska a=3>0.
Paraabelin huippu:

__b_ 6 —
$"% 23
X, =3-1"-6-1+7=4
Huippu on (4,1).

1 | x=3y2—6y+7

Paraabelin akselion y=1.

(4,
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b)
—x=3(y-4)(y+10) |- (1)
x=-3(y-4)(y+10) |x=a(y-y)(y-V,), a=0

Paraabeli aukeaa vasemmalle, koska a=-3<0.
Paraabelin nollakohdat ovat y, =4 ja y, =-10, joten

huipun y-koordinaatti on %
o WtY, 4+(10) ¥
T2 2 (%5 90
33

Huipun x-koordinaatti on

X, =—3(-3-4)-(-3+10)
=-3-(-7)-7=147

Huippu on (147,-3)

Paraabelin akseli on y =-3.
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c) y-5=—-4(x+1)> ‘y—yO:a(x—XO)Z, a=0 849
Paraabeli aukeaa alaspain, koska a =—-4<0. a) x=y2—-4y+3 ‘ x=ay’+by+c, a=0
— oikealle aukeava paraabeli, koska a=1>0.
Paraabelin huippu on (-1,5). e b 4 )
Paraabelin akseli on x =-1. (~15) ~huippu: -y =——=-—=2 [x=y? -4y +3
X, =2°—-4-2+3=-1
huippu (-1,2)
— nollakohdat: y* -4y +3=0
| 4x\)(-4Y-4.1.3
X== Y= 21
IEY.
2
y=3 tai y=1
— lisépisteita:
d)x—1=4(y—2)2 ‘x—xoza(y—yo)z, az0 g
Paraabeli aukeaa oikealle, koska a=4>0. v A
Paraabelin huippu on (1,2) ja akseli y=2. y | x=y"-4y+3|(xy) /
1 0 (0,1) e y2 5
v=2 3 0 (0,3)
- 0 3 (3,0)
H“'---....__ + o
1 e
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b)x:—%y2 x=ay’+by+c, a=0

: 1
— vasemmalle aukeava paraabeli, koska a = - <0.

tehtavien ratkaisut

: -b 0 1,
— huippu: =—= =0 =——
ppuUz Yo 23 (1) X 2y
2. =
2
.
Xo=—=-0"=0
° 2
huippu (0,0)
— nollakohdat: —%yz =0
y*=0
y=0
— lisapisteité:
L y
y | x==2y*| (xvy)
e 1
2 —
4 1 (_£_4j 1 X
2 2
2| -2 (-2,2)
2| -2 (-2,-2)
X=-1y2

Sivu 372 e

c) x=3(y+1)(y-1)
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|x=a(y-y,)(y-¥,), a=0

— oikealle aukeava paraabeli, koska a=3>0.

—nollakohdat: y, =-1 ja y, =1

— huippu:

+ -1+1
yozyl y2:

2 2
X =3-(0+1)(0-1)=-3

huippu (-3,0)

=0 [x=3(y+1)(y-1)

yA
e

1 X
I‘\_
x=3(y+ 1)y-1)
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tehtavien ratkaisut

d)x—5:—4(y+1)2 ‘x—xO:a(y—yO)z, az0

— Paraabeli aukeaa vasemmalle, silla a=-4<0.

— Huippu on (-5,1).

— Lisépisteita:

y ‘x:5—4(y+1)2 ‘ (X,Y)
0 1 (1,0)

-2 1 (1,-2)

Yy <
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850
Paraabelin x=a(y - a)2 yhtalo on huippumuodossa

(x— X =a(y- yo)2 , a# 0) , joten kerroin
a =0 ja paraabelin huippu on (0,a).

Paraabelin piste (0,—2) toteuttaa paraabelin yhtalon, joten

0=a(-2-a)’
a(-2-a)" =0 | tulon nollasaanto
a=0 tai (-2-a)°=0
a=0 tai —-2-a=0
a=0 tai a=-2 la=0
ei kelpaa kelpaa

Paraabelin huippu on siten (0,a) =(0,-2).

Vastaus  (0,-2)
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851

Paraabeli y =—-2x* —x + 2 voidaan piirtda graafisella laskimella,

silla yhtalo on ratkaistu muuttujan y suhteen.

Ratkaistaan my®s paraabelista x = y? — 2y —3 muuttuja y.
x=y°-2y-3

toisen asteen yhtalon ratkaisukaava

?-2y-3-x=0
y y a=1b=-2,¢c=-3-x

yzziJﬂzf—41(—3—m

2-1
y = 2+416+4x 2+ 4-(4+x) 2+ 2VJ4+X
2 2 2
y=1++/4-x

Paraabeli muodostuu siis kayrista

y=1+/4-x ja y=1-+4-X

Y x=y2-2y-3

sl

.

y=-2x2-x+2
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852
a) Ylospdin aukeavan paraabelin yht&lo huippumuodossa on
y—Yo =a(x-x)*, a>0 | (% Ys)=(0,0)
y—0=a(x-0)°
y = ax’
Paraabeli kulkee pisteen (2,8) kautta, joten
8=a-2°
a=2 |la>0
kelpaa
Paraabelin yht&l® on siis y = 2x?.

b) Oikealle aukeavan paraabelin yhtald huippumuodossa on
2
X—ona(y_yo) ‘(X01y0):(070)

X = ay?
Paraabeli kulkee pisteen (2,8) kautta, joten
2=a-8°
a=2_1 la>0
64 32
kelpaa

Paraabelin yhtald on siis x = é yZ.

b) x:iy

a = 2%?
)y 5

Vastaus
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853
Sivulle aukeavan paraabelin yhtélo nollakohtamuodossa on
y=-1
x=a(y-y)(y-y,), a=0 |’ "
y, =3 3

x=a(y+1)(y-3)

Paraabeli kulkee pisteen (1,8) kautta, joten
1=a-(8+1)-(8-3)
1=a-9-5

1

45

=l

a

Paraabelin yhtal6 on siten
1
X=—(y+1)(y-3
=Yy -3)

Huipun y-koordinaatti on

+ -1+3
y(): yl y2 _ :1

2 2
Huipun x-koordinaatti on

X, :4i5(1+1)(1_3)

x=-(y+1)(y-3)

1oy
45 45

Vastaus (—i ,1)
45
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854
Piirretdan mallikuva.
Y A
(5:%) (13,8)
ol
i 7x
(- ?‘f = LU‘

Koska paraabelin pisteilld (5,8) ja (13,8) on sama

y-koordinaatti on paraabeli yl0s- tai alaspéin aukeava.
Paraabelin yhtal6 perusmuodossa on siten

y=ax’+bx+c, a=0
Paraabeli kulkee pisteiden (5,8), (13,8) ja (7,—4) kautta,
joten saadaan yhtaloryhma

8=a-5°+b-5+c¢
8=a-13° +b-13+c
—4=a-7"+b-7+c
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(1) (c=8-25a-5b \Sijoitetaan yhtaloihin (2) ja (3).
(2)1169a+13b+c=8
(3) |[49a+7b+c=-4

169a+13b+8—25a—-5b=8
49a +7b+8-25a—-5b=-4

144a+8b=0
24a+2b=-12
(4) [b=-18a | Sijoitetaan yht&loon (5).
(5) |24a+2b=-12
24 +2-(-18a) =-12
24a —36a =-12
-12a=-12
a=1 | Sijoitetaan yhtaléon (4).
b=-18

Yhtéalén (1) mukaan
c=8-25-1-5-(-18)

c=73

Paraabelin yhtalo on siten y = x* —18x + 73
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Tapa 2 Piirretddn mallikuva.

A ,

Paraabelin symmetria-akseli on x = 5+—213 =9, joten huipun
x-koordinaatti on x, =9. Paraabelin yhtalo huippumuodossa on

Y=Y, —a(x-9)*, a=0
Paraabeli kulkee pisteiden (5,8) ja (7,—4) kautta, joten saadaan
yhtél6pari

8-y, =a(5-9)° 1
—4-y,=a(7-9)° (=)
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8-y, =16a 855
+
4+y,=-4a Piirretdaan mallikuva.
12 =12a 7 )
a=1

Sijoitetaan a =1 yhtaloon 8-y, =16a. Saadaan yhtalo
8-y,=16-1
Yo =8

Paraabelin yhtal6 on siten

y— Yy, =a(x—-9)" la=1ja y,=-8
y—(-8)=1.(x-9)
y+8=(x-9) | paraabelin yhtalo huippumuodossa
y+8=x*-18x+81
y=x?-18x+73 \ paraabelin yhtalo perusmuodossa
Vastaus  y=x*-18x+73

(0.4) i

X

Janan AB keskipiste on
C:(XA+XB Ya+ Vs
2 2

5255

Koska jana AB on pystysuora, niin
paraabelin akselion x=4 ja
paraabelin huippu on y-akselilla pisteessé (0,4).

Oikealle aukeavan paraabelin yhtalo huippumuodossa on
x—xO:a(y—yO)z, a>0 ‘(xo,yo):(0,4)
x-0=a(y-4)
x=a(y—4)°
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Paraabeli kulkee pisteen (2,2) kautta, joten
2=a(2-4)’

a== |la>0

Paraabelin yhtal6 on siis

x:%(y—4)2 | huippumuoto

x=%(y2 —8y+16)

X = % y> —4y+8 |perusmuoto

Vastaus

tehtavien ratkaisut

Sivu 378 e
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(1 {x= y?—2y-1

Paraabelin ja suoran yhteiset pisteet eli janteen pééatepisteet:

| Sijoitetaan yht&léon (2).

(—lla)

(&-n

Jénteen pituus on

Vastaus

32

2
|x=1-y

(2) | x+y=1
y2—2y-1+y=1
y?-y-2=0
18- —4.1(-2) 143
2-1
=2 tai y=-1
x=-1 tai X=2

Siis janteen paatepisteet ovat (-1,2) ja (2,-1).

\/(—1—2)2 +[2-(=DF =/9+9=49-2=32
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Y hteiset pisteet saadaan ratkaisemalla yhtalopari.

(1) 4x2—2x+ y?=0

(2)[x=y? | Sijoitetaan yht&loon (1).
y' -2y +y*=0
vyt —y2 =0
y*(y*-1)=0
y>=0 tai y?-1=0
y=0 tai y’=1

y=0 tai y=+1 |x=y?

x=0 tai x=1

Yhteiset pisteet ovat (0,0), (11) ja (1,-1).
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Paraabeli x+y=y? eli x=y?—y aukeaa oikealle, joten sen
akseli on vaakasuora (x-akselin suuntainen).

Suora x—3y+4=0 eli y :%x +% ei ole vaakasuora, joten se

sivuaa paraabelia tasmalleen silloin, kun suoralla ja paraabelilla
on vain yksi yhteinen piste. Todistetaan, ettd yhteisié pisteitd on
vain yksi. Yhteiset pisteet saadaan ratkaisemalla yhtalopari.

1 4
(D |y=Z-X+—
@) 3, °
x=y>-y | Sijoitetaan yht&léon (1).
1, 4
= — — +— .3
y=5y =y)+5 |
3y=y*-y+4
y2—4y+4=0
(y-2)"=0
y—2=0
y=2 [x=y?—y
Xx=22-2=2

Yhteinen piste on (2,2).

Yhteisia pisteitd on siis vain yksi,
joten suora sivuaa paraabelia. 0O
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859 y = Yo =k(x=%) ‘(xo,yo):(Z,—Z)
Paraabeli y* =2x eli x= 1 y? aukeaa oikealle (1 > Oj, joten y-(=2)=k(x-2), k=0
o _ 2 ) ) 2 _ y+ 2 =kx—2x
tangentti ei voi olla akselin suuntainen. Tangentin kulmakerroin
- y=kx—-2k-2
ei siis voi olla nolla. o . i : : .
_ 1, . Tangentilla ja paraabelilla on vain yksi yhteinen piste.
Paraabelin x = > y< huippu:
y :__b:L:O leyz (1) Y=I;x—2k—2
° 2a 5.1 2 (2) | x==y? | Sijoitetaan yht&loon (1).
2 2
12 S TR
% =07 =0 y=k-2y |
Siis huippu on (0,0). 2y =ky? —4k — 4
koska (2,-2) #(0,0), ei huipun kautta kulkeva pystysuora ky? =2y —4k —4=0
tangentti x =0 kelpaa (x =0 on ainut pystysuora tangentti). Toisen asteen yhtalolla (k = 0) on vain yksi ratkaisu,
Y /} l; X'= ;{;ﬂ jos javain jos D =0.
? // : =0
5 2 _
y i[_/ (-2)"—4-k-(-4k-4)=0
f f s 4+16k* +16k =0 |4
AT 4k? + 4k +1=0
| . )
(2k+1)" =0
2k +1=0
Olkoon tangentin kulmakerroin k(0). —— |y =kx—2k -2
Tangentin yhtalo on . 2
Tangentin yhtélo on y = _EX -1.
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860
Paraabeli x =—y? +ay on vasemmalle aukeava.
Paraabelin ja y-akselin leikkauskohdat (x =0):

0=-y?+ay
y*—ay=0
y(y—-a)=0
y=0 tai y=a

Saadaan kolme eri tilannetta riippuen a:n arvoista:

tehtavien ratkaisut

L
> > >
.
a>0 L. =0 g, B
El KELPAA KELFAA KELPAA
Vastaus a<o0
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) ) 1 1 11
Paraabeli 12x=y% -2y —11 eli x=-—y? ——y—=— aukeaa
y y 12 y 6 y 12

oikealle, koska paraabeli on muotoa
» : 1
x=ay“+hby+c ja a=—>0.
y y J 17

Paraabelin akseli on siten vaakasuora.
Paraabelin huippu:

1 1
w6 6 1p,1m
°2a , 1 1 127 6~ 12

12 6

l1p 1, 11 1 2 1 _-12

Xy =—- e =
712 6 12 12 12 12 12

Huippuon H =(-11).
Paraabelin akseli on siis y =1

La;/

X=-Y
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Paraabelin polttopiste P ja huippu H ovat paraabelin akselilla
y =1, joten polttopisteen y-koordinaatti on y. =1.

Polttopiste P =(xg,1).

Huipun etéisyys johtosuorasta x = —4 on 3. Koska paraabelin
huippu H =(-1,1) on yhtd kaukana johtosuorasta x = -4 ja
polttopisteestd P =(xg,1), niin polttopisteen x-koordinaatti
on x- =2. Siis polttopiste on (2,1).

Vastaus  Polttopiste on (2,1).
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862
Todistus.
2
{x =3t (t cR )
y=t-1
Eliminoidaan parametri t.
(1 |x=3t°
(2)|t=y+1 | Sijoitetaan yhtaléon (1).
x=3(y+1)°

x—0=3(y+1)° ‘x—xoza(y—yo)z, a=0

Kéayra on siis oikealle aukeava paraabeli (3> 0),

jonka huippu on (0,-1). -

Vastaus  Huippu on (0,-1).
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863

Tulon merkkisaanto
(+)-(+)=(+)
(-)-(=)=(+)
(=)-(+)=(-)
(

(x—y?>0ja y—x*>0) tai (x—-y*<0 ja y—x?<0)

(x-y?)(y-x?)>0

(x>y? ja y>x?) tai (x<y?ja y<x?)

Paraabelien x = y? ja y = x? leikkauspisteet:

@) |x=y? | Sijoitetaan yhtaloon (2).

y?)

(
v
0
0

<<
Il

y-y
y(1-y*)=
y=0 tai 1-y*=0
y=0tai y®=1
y=0tai y=¥1=1 [x=y?

Kun y =0, niin x =0° =0. Leikkauspiste (0,0).
Kun y =1, niin x=1° =1. Leikkauspiste (1,1).
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I
Epayhtalon x > y? toteuttavat oikealle aukeavan paraabelin

x = y? oikealla puolella olevat pisteet, silla esimerkiksi testipiste
(1,0) toteuttaa epayhtalén x > y2.

Epayhtalon y > x* toteuttavat ylospain aukeavan paraabelin

y = x? ylapuolella olevat pisteet, silla esimerkiksi testipiste (1,0)
ei toteuta epayhtalod y > x°.

Ehdon x> y? ja y > x*toteuttavat pisteet on esitetty seuraavassa
kuvassa.

I
Epayhtalén x < y? toteuttavat oikealle aukeavan paraabelin

x = y? vasemmalla puolella olevat pisteet, silla esimerkiksi
testipiste (1,0) ei toteuta epayhtalod x < y°.

Epayhtalon y < x* toteuttavat yléspain aukeavan paraabelin

y = x> alapuolella olevat pisteet, silla esimerkiksi testipiste (1,0)
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toteuttaa epayhtalon y < x?.

tehtavien ratkaisut

Ehdon x < y? ja y < x’toteuttavat pisteet on esitetty

seuraavassa kuvassa.
Y A

_7 ne

Ehdon I tai Il toteuttavat pisteet on esitetty seuraavassa kuvassa.

y =X
[ A /
\ y ]
\ ?
3 ;‘
A
A ’ el
L3 ! o
5 /';
A g
b ¥
\\ / f.’
- F Cd
. o .
\\ l X
B
by 3
b
.\"-u.
%"'u.
e )
‘n."“‘-
"‘h-
X = y*

Sivu 384 e
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Paraabeli x = y* —1 auke
x=ay?+by+c, a>0.

Paraabelin huippu:

b 0

Paivitetty 29.3.2007

aa oikealle, koska se on muotoa

:—_—:0 X = 2 _1
Y072 21 =y
X, =0° —1=-1
Huippu on (-1,0).
Olkoon (a,b) paraabelin x = y* —1 piste.
Talloin a=b* -1.
YA B (ab)
q
M)
» 4 >
A(=3,0) 1 X
2
.‘:'—ka ‘—]
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Janan AB keskipisteen (X, y) koordinaatit ovat

X:xA—;xB:—ZZJra \a:bz—l
<y_yA+yB _0+b_9
2 2 2
b? -3
X =
2
gD
2

Ratkaistaan keskipisteiden muodostaman kéayran yhtalo
eliminoimalla parametri be R .

_b*-3 2
2
b
Y 2
(1) |2x=b*-3
(2)|2y=b | Sijoitetaan yht&loon (1).
2x =(2y) -3
2x =4y? -3 |2
3
x=2y?-=
y 2

Keskipisteet muodostavat oikealle aukeavan paraabelin

x:ZyZ—g.
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Asetetaan koordinaatisto oheisen kuvan mukaisesti ja kdytetadan
yksikkdna metrié.

L ,.’5‘/ /P\

(34)

A £.’> i & |&] K

Paraabelin kaaren AF yhtalo:

X=X =a(y=Y,), a>0  |(X,Y)=(0,0)
x-0=a(y-0)

x=ay? a>0
Piste (5,10) on paraabelilla AF, joten

5=a-10°
1
20
kelpaa

a |la>0
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Paraabelin kaaren yht&l6 on siten x = Zio yZ.

Junan suurin korkeus saadaan, kun sijoitetaan paraabelin kaaren
yhtaloon piste (3,k):

3= L 2
20
k? =60

k= +,4/60=7,745...(m)

Vastaus 7,7m
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