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401
Y mpyran halkaisija d =200 m jasade r =100 m.

piiri :6+4+1-7z-4+1-7z-6+1-7z-8
s 4 2 2

a) kehan pituus M =10+7+ 37 +4r
p=rd |d =200 m —~10+ 87
— 7-628,31... dacs 6t 2.l 2 1 .
~630 (m) 4 2 2
1 1
_ —48-7+=-97+=-16
b) pinta-ala 7”2 ”+2 "
_ 2 _
A=rr r =100 m :48—7z+g7z+87r
= r-100° 2
=31415,92... =48+ T + 417z
, 2
~31000 (m?)

4841117
2

Vastaus  a) kehén pituus 630 m

) 5 piiri=7-16+7-6
b) pinta-ala 31000 m

=221
da=r7-8-7-3
=64r —-97
=557

piiri=2-2+27-1=4+2x
da=2"+r-1=4+n
Vastaus a) piiri 4+ 27 dad+r
b) piiri 10+87 ada 48+11%7z

C) piiri 22z adab5x
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Y mpyran aaon 200 cm®.
a)
A= 200 (cm?)

A= 7r?

T

r=7,978... (cm)
halkaisija
d=2r
=2-7,978...
=15,957...

~16 (cm)

b) Kehan pituus
p=2xr

=2r-7,978...
=50,132...
p~50 (cm)

Vastaus a) halkaisija16 cm
b) kehan pituus 50 cm

404
Ympyran halkaisja d=18
ympyran sade r=9
sektorin keskuskulma «a = 240°
a) Kaari
b=—%_..d
360
bzﬁ-ﬁ-m
360°
b=g-72'-18
3
6
271-1\8\
b=
3
b=127 =37,69...
b) Ala
:Lﬂ'rz
360
2
20 g
3
=547 =169,64...

Vastaus a) kaaren pituuson 127 ~ 38
b) pinta-alaon 547 ~170
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K eskuskulma astel uku on sama kuin vastaavan kaaren astel uku.

K ehén jakosuhteen mukaan saadaan

AB=5¢, BC=3¢ ja CA=12c

Siis

Sa + 3o +120 = 360°

Joten

<AOB =5-18 =90°

20¢ = 360°
a=18

x<BOC =3-18 =54
x<COA=12-18 =216’

Vastaus

Keskuskulmat ovat 90°, 54° ja 216

sivu 65

406

K oska kaarien pituuksien suhde 2a
on 2:3, niin kaarien asteluvut
ovat 2o ja 3o. /

Siis A
20 + 3a = 360°
50 = 360°
a=72

Keskuskulma AOB =272 =144".
Kaaren AB pituus

b=—--27r Ir =10

Vastaus Pienemman kaaren pituus on 8z ~ 25
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407

kaaren pituus b=12
ympyréan side r =8 A
keskuskulma «

a)

% _27r=b
360°

% or.8=12
360°
12

a=——-:- 360
167

a =85,943.." = 86’

b)
a 2
A%ekton 3600 T
:£-360° .i.ﬂ.gz
167 360°

_3.g2 218 (m?)
4

Vastaus a) Kaaren asteluku on 86°
b) Sektorin pinta-alaon 48 m?

408

Olkoon b, Rikun osuus reunasta ja by
b, Panun osuus reunasta

h_3_1
bb 9 3
1
b =b,
A=2br  A=b

- 51”— .100% = 200%
32

Vastaus Panu saa pizzaa 200% enemman kuin Riku
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o \p Kaai ACB =270 (=)

AB = 90’

Siis AAOB on suorakulmainen kolmio.

Segmentin ala

A§eg = &ektori + A(olmio

A =127 +8=145,699...

Vastaus Segmentinalaon 127 + 8~ 46

410
AB =8
<AOB =60’

Lasketaan kolmion AOB ada

ACOB: a’+4*=8
a®=64-16
a’=48

a= ,4/3

A<o|mio = % = 16\/5

Segmentin alaon

A%egmentti = A§ektori B A(OImio

=%-ﬂ-\§216\/§

3

=3—327r—16«/§

Vastaus Pienemman segmentin alaon 3—327r ~16V3
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a) ¥ =110, koska kaari
ABC on sita vastaava kaari.

b) Keskuskulmaa y vastaava
kehdkulmaon « seka g .

c) Kehdkulmaa 6 vastaava
keskuskulma on

AOC =360" -y
=360" -110" = 250°

412

a’=R*+R’
a’ =2R?

a= 4, 2R

x=a—R=+v2R-R

—(v2-1)-6 400
— 2650,9...
~ 2 700 (km)

Vastaus  Satelliitti on 2 700 km korkeudella
maanpinnasta

413

Kaarta 105" vastaava

keskuskulma a on myds 105°.
Tasakylkisen kolmion kantakulma
X saadaan yhtadl osta

2xX+105" =180
2x=T75
X=37,%

Nelikulmion kulmien summaon 360°.
Saadaan yhtal 6

B +2-90 +63 =360
B =117

Kulmay saadaan yhtél osta

y+ [+ a =360
y+117° +105 =160°
y =138

Vastaus x=37,5 ja y=138
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30

b

a =180"-30" =150°

b=—%_.40000
360°

—16 666,66...
b~17 000 (km)

Vastaus Kaari bon 17 000 km

satelliitti

a ja 30ovat
suplementtikulmia

415

Nelilehtinen kukkakuvio muodostuu kahdeksasta samanl ai sesta
segmentista. Lasketaan yhden segmentin ala.

%gm = %ktori B A(olmio

Asegmzlﬂ'rz—; r=3

4 2
3-3

Acgm =

Acgm =

17[.32__
4 2
9z 9
4 2
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Kukkakuvion alaon b) Saadaan yhtal 6
97 9
8%m=8(7—§j x-27-0,2=1560- 27 - 0,84
1560- 0,84
= 8 . 9_7[ — 8 . g X e —
4 2 0,2
=187 —36 X = 6552
Vastaus Kukkakuvion alaon 187 — 36 Vastaus a) Matkaon 8200 m

b) Takapyora pyorahtéa 6552 kertaa

416 417
Etupydran side R=84cm=084m Olkoon r. Europan radan sade ja r, lon radan sade.
Takapyoran halkaisjad =40 cm=0,4 m .
Takapyoran side r=0,2m 27t — 271, =1,55-10
27 (re—1,)=155-10° |27
a) 6
s=1560. 2 -0.84 - I:L52'10
T
=8233/4...
. — 1, =246 690,...
~8200 (m)

r. —r, ~ 250 000 (km)

Vastaus  Europa kiertdd Jupiteria 250 000 km
kauempanakuin lo
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418 419

Poytalevyn halkaisja 110 cm (2r) Kaari AB=b=1170 cm

Sade r =6400 km

470CM _ ) 5727 dli 4 poytaa
m

Pituussuunnassa poytia
Kaaren b keskuskulma

on «, joten kaaren b

L eveyssuunnassa poytia ii’g :;:m =3,1818... €li 3 poytaa pituus on

e 3} b=—%_.2zr
Poytia mahtuu yhteens 4-3=12 360°
Py0reén jalan s&de Saadaan yhtalo
50 i
= 25( cm) p % _ . 27-6400=1170 ‘ﬂ
35T e ey 360 27 - 6400
. 360°-1170
27 - 6400
: o =10,474..;
V apaa | attiapinta-ala B,

K eskuskulman ja tangenttikulman summaon 180", siis

A=350-470cm®-12- 7 - 25°cm’® £ =180 —«
=140938,05... cm? =180-10,474...
=14,09... m? =169,525..”
~14,1 m° ~170°

Vastaus Nakokulmaon 170°
Vastaus Vapaatalattiapintaajsa 14,1 m?
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420 M ediaanien leikkauspiste jakaa mediaanin 2:1 karjesta lukien.
| Olkoon poytétablettien Siis .
keskipisteet A, B ja C seké cO=%cD ICD =193
poydan keskipiste D. 3
2
Tutkitaan kolmiota ABC. CO= 3 193
1+ Kolmio ABC on tasasivuinen,
|{  Sivun pituus on poytéatabletin a) Poydan sade
_ halkaisijan pituus 38 cm. r=0C +19
' Sivu AB on 38 cm ja mediaani )
CD puolittaa sen. =£.19J3+19
SiisDB on 19 cm. 3
= 19(2\/5 + 1)
L asketaan mediaani CD Pythagoraan — 40,939...~ 41 (cm)
i lauseen avulla kolmiosta CBD.
CD?+19* =38 b)
CD2 — 382 _192 'j%;*;lait = 3. ﬂ.z/:Lg{ > = 0, 6461 ~ 65%
oa <
¢ CD? =(2.19)° ~19? " M(3ﬁ+lj
CD?=4.19" 19
CD?=3-19°
CD = (i)w/lgz .3 Vastaus &) POydan sadeon 41 cm

b) Tabletit peittévit 65% poydasta
CD=193
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421 422
Y mpyran sdde on kohtisuorassa kylkié vastaan. Y hdistetéén Viite: Sektorin ala on puolet kaaren pituuden ja séteen
kolmion kérkipisteet ympyran keskipisteeseen. L asketaan tulosta eli

muodostuvien kolmioiden ala.

br
A%ektori - ?

C  Pythagoraan lause:
| Todistus: Olkoon sektorin keskuskulma « . Sektorin pinta-ala

3 +4%=p? on
b? =25 "
b:(i5 %ktori:3600'ﬂ.r2
4.x
~ABO: A—T :—a ﬂr-L =——. 27r
360° 2 60
ABCO: A =X bt
2 T2
AACO: A =% _br
2 T2
Koko kolmion alaon
SiiS Asektori 2
A<0k0:A|.+A2+A3 D
3-4 4x 3x 5x
_— - — 4 —
2 2 2 2
12x=12
Xx=1

Vastaus Sadeonl
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423 — _
o 16”—232-100%:16“0 2) 100%
Sektorin sade r saadaan : 8 64
thagoraan lauseen avulla —

Pythag :”72-100%=(7z—2)-25%
r2=4%+ 47 =28,53...% ~ 29%
r?=32
r=£32 Vastaus (7 —2)-25% ~ 29%
=42

Sektorin keskuskulma a =180° — 45" — 45" =90°

o 2 90O 2 V4
== ar?=—""z-(4/2) == .6.2=8
A%ekton 360° T 360° T ( ) 4 T
Aolmiozl'rzzl'(4\/2)2:16
2 2
A§egm:A§d<tori_A<olmio:87T—l6

Koko varjostettu alue on

2+ Apgrens = 2+ (87 —16) =167 — 32

V arjostettu alue prosentteina nelitn alasta
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Y mpyran keha jakaantuu
suhteessa 1:5. Siis

a +5a =360°
6a =360
a =60

Kolmio ABO on
tasasivuinen, koska
AO=BO=r jakolmion
kaikki kulmat ovat yhta
suuret <A=<xB=<x0=60".
L asketaan kolmion ABO pinta-ala.

Ratkaistaan kolmion korkeus h.

a T 11 5 1’8
olmio 2 2 2 4

Asowgm = Asowkt + A(olmio
300, r4/3
= T+

360 4
_r2[2)5_ﬂ+3)£j_r2[10ﬂ+3\/§j
6 4 12
Abieni segm Abieni sekt A<0Imi0
60 , r?J3
=——7r’ -
360° 4
_r2£2)£_3)£]_r{27r—3\/§J
6 4 12

Aieni segm _ I/(Zﬂlz&/éj _27T—3\/§_ i3

Ao segm _J/[loiﬂr?r\/f—%)_ R 107 +3V3

= LTINS _0,2969...~0,30
107 + 343

27 —3J3

Vastaus Alojen suhdeon ————~
) 107 + 33

~ 0,30



Pyramidi 3 e Geometria e tehtavienratkaisut e sivu76

425 426

A= Aleksandria
S=Syene

Sétei den suunta poikkesi
viideskymmenesosan
taydesta kulmasta.

Siisa:%:zz

Kaari b=5000 stadionia

<A=360"—(30"+90" +90°) =150 e yhtao
<B=90 o
o bh=—-. p
<C=90 b=5000-s 360°
Toimitsijakulkee reitin stadion s=190 m
2-sade AB: 2-90,0=180 360
(24
° ——- p=5000-190 —_—
ulkokaari B'C": ﬂ-27r-9],0=£-91 360° P a
360° 6 360
2-nurkkaB: 2‘%'2ﬂ-l=7r p=5000-190'7 ‘a:7,2°
. 5000-190- 360°
1-nurkka A: 190 5r1=2, P= 7
360° 6 ’
p =47 500 000 (m)
Koko reitin pituus on p =47 500 km

180+ %91+ 7 + 277 =180+ 177 = 233,407...~ 233 (m) |
6 6 Vastaus Maan ymparysmitta on 47 500 km

Vastaus Toimitsijakulkeereitin, jonka pituus on 233 m
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Kaaren asteluku on sama kuin kaarta
vastaavan keskuskulman asteluku,

joten o =100".

K ehdkulma on puolet vastaavasta
keskuskulmasta, joten

Vastaus Kehakulmaon 50° ja keskuskulma 100°

Samaa kaarta ACB vastaavat
kehakulmat

Kehadkulma on puol et
vastaavasta keskuskulmasta.
Kaaren ACB kehdkulmaon «
jakeskuskulmaon g

Vastaus «a =70 ja f=140

———

N, B=90
2\

Puoliympyran sisdltdma
kehakulma on suora

i1
i

a=180"-25 -4
=180" - 25 - 90
=65

Vastaus «a=65 ja =90
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a =60 | Samaakaarta ABC
vastaavat kehakulmat
B =40 | Samaakaarta DEF
vastaavat kehakulmat

Kulma g toisin:
p=180 -a—-y
=180" - 60" — 80" = 40°

429

Puoliympyran sisdltama kehakulma on suora.
Pythagoraan lauseen mukaan

X2 =77 + 247
X2 =625 Eq
X= 4, 625

X=25 X

Y mpyran sé&de on X :é :121
2 2 2

Vastaus a =60, f =40, y =80 Vastas 12%
d)
£ =360"-130" = 230°
K ehékulma on puolet vastaavasta 430
o= g keskuskulmasta. Kaaren ABC Kehakulma on suora, _th_en alkupisteen jaloppupisteen yhdysana
kehakulmaon « jakeskuskulma § AB on ympyran halkaisijad. A
a=ZL-15 d = /2507 + 150°
=2915...
d~290 m
Vastaus o« =115
Vastaus Suon halkaisijaon 290 m E
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431

Sé&de on kohtisuorassa tangenttia vastaan, joten <A=90".

Kehdkulmaa o vastaava keskuskulmaon 2« , jonka
vieruskulmanaon

<AOP =180" — 2a
aAPO: 90 + S+ <AOP =180°
90" + B +180° — 20 =180°

B =20 —90°

Vastaus [ =20 -90

432
a)
Puoliympyraa vastaava
. keskuskulmaon 180°.
K ehdkulma on puolet vastaavasta
. keskuskulmasta, joten
[ =7
\ 1ga0"” ; 180°
, s 2
* ~ - P a =90
[]
b)
Viite: a=a,
Todistus:
Vi o Yij Kehakulma on puolet
o, == o, ="—=
17y 13 %=y vastaavasta keskuskulmasta
Sisg, =a,



Pyramidi 3 e Geometria e tehtavienratkaisut e sivu 80

433

Kolmio AOB on tasakylkinen, joten <ABO =35".
<AOB =180"-2-35 =110

<BOC =180 — «xAOB
=180" -110° =70

(Toisin: «xBOC =2-<«CAB = 70", koska kehdkulma on puolet
vastaavasta keskuskulmasta)

< COD =<« COB =70’ koska suorakulmaiset kolmiot COD ja
COB ovat yhtenevét, silla kateetit OD ja OB ovat yhta pitkét ja
hypotenuusa OC on yhteinen ja Pythagoraan lauseen mukaan
kateetit DC ja BC ovat myos keskenéan yhté pitkat.
Nelikulmiosta BCDO saadaan

90" +a+90° +2-70° =360
a =360"-90" -90° —140°
a =40

b)

Kehdkulma £ on puolet
keskuskulmasta 75
(kaaren asteluku)
Kehadkulma y on puolet
keskuskulmasta 10°
(kaaren asteluku)

0=180"- -y =180 -37,5 -5 =137,5
a =180" -y =180 -137,5 =42,5

V astaus

a) a =40
b) a =425
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N | LT |
! } |- i I I
T T T
Kehdkulma CAB_ =45, joten sita vastaava keskuskulma
COB=2-45 =90".
Janteen BC pituus saadaan Pythagoraan lauseen avulla

x* =15% +15°

x*=15%-2

X= tv15”- 2

X =152
x=2121...~21 (m)

Vastaus Janteen pituuson 21 m

435

Kaaren asteluku on yhté suuri kuin kaarta vastaavan
keskuskulman astel uku.

Siis kulma «<AOB =100".
Kehdkulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta.

Siiskulma ACB=%=50°.

Samoin kulma DAC on puolet sitd vastaavasta keskuskulmasta
EOC.

Siiskulma DAC=%:20".

B=180"—50° =130° |Vieruskulmat

a =180 -20"- 4 Kolmion kulmien
=180 - 20" -130°=30" |summaon 180’

Vastaus o =30
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Merkitéan «<CAB =« .

Kolmio AKC on
tasakylkinen, silla
AK =KC=r

Kolmion kulmien

<AKC =180" - 2«
summaon 180°

XCKB=180"—(180° = 2a ) |Vieruskulmat
< CKB =2«

Siis «<CAB = %{CKB

[]

437

Tapaus 1: Y mpyran keskipiste nelikulmion sisdlla.

ﬂr_ _ Kolmiot AOB, BOC, COD ja
' DOA ovat kaikki tasakylkisia
kolmioita, sillaniilla on kylkina

ympyran sateet.

B. Tasakylkisen kolmion
— kantakulmat ovat yhté suuret.

Nelikulmion kulmien summaon 360° . Saadaan

200+ 20 + 2y + 26 = 360°
20+ p+y+5)=360" |2
a+f+y+0=180

a+ [+ y+ 0 onjannenelikulmion vastakkaisten kulmien

summa, jokaon siis 180°. Siten jannenelikulmion vastakkai set
kulmat ovat toistensa suplementtikulmia.
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Tapaus 2: Y mpyrén keskipiste on nelikulmion sivulla.

Muodostetaan nelikulmion
kulmien summa kuten edella.

200+ 2 + 2y =360
2(a+ B+y)=360 2
a+ f+y=180

" a+ S+ onjannenelikulmion
vastakkaisten kulmien summa,
jokaon siis180°.

Siten jannenelikulmion vastakkaiset kulmat ovat toistensa
suplementtikulmia.

Tapaus 3: Y mpyran keskipiste on nelikulmion ulkopuolella.

Nelikulmion kulmien summaon

D |

200+ 20+ 2y — 26 = 360°

2a+p+y-56)=360 [2
a+ f+y—0=180

a+pf+y—o0 on
jannenelikulmion vastakkaisten
A . kulmien summa, joten myos t&ssi
tapauksessa jannenelikulmion
vastakkaiset kulmat ovat toistensa suplementtikulmia.



