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501
a)

C B
A D
Kolmiossa ABC kaks yhta pitkda sivua kuin kolmiossa DEF ja

nédiden sivujen valiset kulmat ovat yhté suuret, joten kolmiot ovat
yhtenevét yhtenevyyslauseen sks perusteella.

C F
E)b E
B D
A
Ei ole olemassa sellaista kolmioiden yhtenevyyslausetta, jossa

olis pelkkia kulmia. Kolmiot ovat samanmuotoiset, mutta eivéat
valttdmatta sasmankokoiset, eivatka siis yhtenevat.

b)

C) N
F
\ ;>B VE
D

Kolmiossa ABC kaks yhta pitkda sivua kuin kolmiossa DEF ja
néista sivuista toisten vastaiset kulmat ovat yhté suuret. Tama
viittaa lauseeseen ssk. Kuitenkaan e ole sanottu, ovatko toisten
yht& pitkien sivujen vastaiset kulmat terdviavai tylppia Kuvassa
on esitetty tapaus, jossa toinen naista kulmista on teréva jatoinen
tylppa. Kolmiot eivét siis ole yhtenevia.

d) C F
& B bb A
D
Kolmiossa ABC kaks yhta suurta kulmaa kuin kolmiossa DEF ja

ndiden kulmien valiset sivut ovat yhta pitkét, joten kolmiot ovat
yhtenevét yhtenevyyslauseen ksk perusteella.
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502 b)
a
) c C
A
A D B
K oska Koska

AC = BC (Tasakylkinen kolmio ABC)
< ACD = <« DCB (CD kulman C puolittaja)
CD yhteinen sivu,

AC = BC (Tasakylkinen kolmio ABC)
AD= BD (CD on mediaani)

CD yhteinen sivu,

niin niin

A ADC = A BDC (ss9). A ADC = A BDC (sks)

Talloin vastinkulmat ovat yhta suuret, joten <A=<B. Tallgin vastinkulmat ovat yhtd suuret, joten <A=<B.
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C) 503
C Viite: Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhta pitkéat.
Todistus:
D G
A D B
=
Koska A

Piirretddn suunnikkaalle ABCD lavistga AC.

AC = BC (Tasakylkinen kolmio ABC) K olmiossa CAB ja ACD on

CD yhteinen sivu

< ADC = < BDC (Korkeusjana kohtisuorassa kantaa vastaan) _ .
«BAC =<ACD | samankohtaiset kulmat, sillaAB || CD

Koskalisdks yhteisen sivun CD vastaiset kulmat CAD ja CBD <ACB=<«CAD | samankohtaiset kulmat, sillaBC || AD
ovat molemmat terévianiin Sivu AC on yhteinen

A ADC = A BDC (ssk) Talsin ACAB= aACD (ksk).

Talloin vastinkulmat ovat yhta suuret, joten <A=<«B ‘0 Y htenevien kolmioiden vastinosina AB=CD ja BC=AD, joten

suunnikkaiden vastakkaiset sivut ovat keskendan yhta pitkét. 0
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504
Viite: Neljakkaan lavistgéat ovat kohtisuorassatoisiaan
vastaan.
Todistus:
(o 3
\ -

X7
S

=
Merkitaan lavistgjien leitkkauspistetta kirjaimella E.

aABE = sCBE = oACDE = s ADE (sss)
AB=BC=CD=DA |nelj&kas

BE=ED ja AE=EC . :
puolittavat toisensa

< E on vastinkulma yhtenevissa kol mioissa.
Merkitddn <E=« .
4o = 360°
a =90

joten «<E =90° kaikissa kolmioissa.
Siis AC L BD, joten neljakkaan lavistg at ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan. 0

505

Viite: Kulmanpuolittgjan jokainen piste on yhté etéélla
kulman kyljista

Todistus:

Valitaan kulman P puolittgjalta mielivaltainen piste R ja piirretéan
pisteen R kautta kulman P kyljille normaalit. Normaalit |eikkaavat
kulman kyljet pisteissa SjaT.

KolmioissaPSRjaPTR

<PTR=<PSR | normaalit

«TPR=<«SPR | kulman puolitus
Sivu PR on yhteinen

Taloin APSR= APTR (kks).
Y htenevien kolmioiden vastinosina RT = RS.

Koska R on mielivaltainen kulmanpuolittgjalla sijaitseva piste, on
kulmanpuolittajan jokainen piste yhta etdalla kulman kyljista 0
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506

Mediaanit eli keskijanat puolittavat kolmion sivut.
K oska tasasivuisen kolmion keskijanat ovat yhta pitkat,
merkitéan osiakirjaimellax.

Mediaanien leikkauspiste jakaa mediaanit 2:1 karjesta lukien.
K oska tasasivuisen kolmion mediaanit ovat keskendan yhta pitkéat
(symmetrisyys), merkitddn mediaanin osia2y jay.

Pienet kuusi kolmiota ovat kesken&an yhtenevia
sss-yhtenevyyslauseen mukaan. 0

507

a)

Viite: Tangenttikulman kéarjen ja ympyran keskipisteen
yhdysjana puolittaa tangenttikulman.

Todistus:

Piirretdan tangenttikulman karjen P ja ympyran keskipisteen K
yhdysana PK.

Kolmioissa PKR ja PKSon
KR=KS | side

sivu KP on yhteinen
<R=<«S(=90)

jasivuyjaKR ja KSvastapédta olevat kulmat ovat terévia.
Tall6inaPKR = APKS (ssk).

Y htenevien kolmioiden vastinosina<SPK = <«RPK , joten
yhdysjana KP puolittaa tangenttikulman «<SPR. 0
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b)
Viite: Tangenttikulman kyljet ovat yhté pitkat.

Todistus:

Piirretdan tangenttikulman karjen P ja ympyran keskipisteen K
yhdysana PK.
Kolmioissa KP ja RKP on

KR=KS | side

sivu KP on yhteinen

<R=<«S(=90)
jasivuyjaKR ja KSvastapédta olevat kulmat ovat terévia.
TalloinaSKP = ARKP (ssk).

Y htenevien kolmioiden vastinosina PR=PS joten
tangenttikulman kyljet ovat yhta pitkét. 0

508

A

Kolmioissa ACB ja ACD on

1) AC yhteinen
2) <BAC = «DCA=90
3) «xACB=<«DAC |oletus

Siis
AACB = ACAD (ksk), joten AB=CD.

Nain ollen pylvéét ovat yhta korkeat. O
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509 I 510

4 Polypunkki ja siitd mikroskoopilla otettu kuva ovat keskenaan
yhdenmuotoiset. Merkitdan punkin kokoa kirjaimella x.

K oska mittakaava on vastinosien pituuksien suhde,

= i 3 saadaan verranto
A £
* x_ 1
_ o 9 300
Tapaus 1. Piste P e olejanalla AB. 300x =9
Olkoon piste C janan AB keskipiste. —0.03
Osoitetaan, ettd oo =90°, jolloin suora PC on janan AB X=b (cm)
keskinormaali.
Koska
AP=BP  (Piste P on yhta kaukanajanan AB padtepi steistd) Vastaus  Polypunkin koko on 0,3 mm.
AC=CB (Conjanan AB keskipiste)
PC yhteinen

niin AACP = ABCP (sss).

Talloin vastinkulmat ovat yhté suuret, joten «<ACP=<BCP =« .
Saadaan
<ACP + «<BCP =180

a+a =180
2c =180°

o =90
Tapaus 2. Piste P on janalla AB.

Véite on triviaali, koska piste P on tall6in janan AB keski piste.EI
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511 Tapal
a) Mittakaava on Y hdenmuotoisten kuvioiden vastinjanojen suhde on vakio, joten
(_24L50m _ 24150m _ 1 h_a
483km  483.10°cm 200 000 h' a
" a=3_8cm
b) Olkoon x Kitisen pituus. Saadaan verranto a'= Y h=2,3cm
139 1 h'=3,6 cm
cm
X 200000 a'= 3’22’6 =5,7 (cm)
x = 200 000-139 cm ’
X = 273800000 cm Tapa?2
X =278 km Kuvioiden mittakaava k on
(h_24_2
h 36 3
Vastaus a) 1:200 000 b)278 km Siis vastinjanojen suhde on
a_2
a' 3
512 a'=ga:2-3,8=5,7(cm)
3 3
e, ]
Z h — / h Vastaus  Tontin kantaon 5,7 cm.
= S n
a Y

Merkitdan tunnettuja osia kirjaimillaa, hjah’ seka kysyttya
kantaakirjamellaa’.
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513
Kolmioiden vastinosien suhde on 8:3. Saadaan verranto

8
12
3x=12-8 y

x=32 g.\
L

V astaavasti 12 X

8
3

© <
wl oo

3y=9-8
y=24

Suurennetun kolmion kateetit ovat 24 ja 32. Hypotenuusa on

\24% +32° =40

Vastaus Kolmion sivut ovat 24, 32 ja 40.

514

a) B
E
A D
B o

Ei voida, silla e ole olemassa yhdenmuotoi suuslausetta ss.
Kuvassa on esimerkki, joka tayttda annetut ehdot, mutta kolmiot
eivét ole yhdenmuotoi set.

b) C F
E
B E
Kyll&, kolmiossa ABC on kaksi yhté suurta kulmaa kuin

kolmiossa DEF, joten kolmiot ovat yhdenmuotoiset |auseen kk
perusteella.
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c)

Kolmioissa ABC jaDEF kaks sivuaovat verrannolliset ja ndista
sivuistatoisten vastaiset kulmat ovat yhta suuret. Tall6in kolmiot
ovat yhdenmuotoiset, jos toisten verrannollisten sivujen BC ja
EF vastaiset kulmat ovat samaatyyppid eli joko teravig, suoria
tai tylppi&

Kulmat ABC ja DEF ovat tylppia. Jos kolmiossa on tylppa
kulma, on kaikkien muiden kulmien oltava terévid, koska
kolmion kulmien summaon 180°. Taldin myo6s kulmat CAB ja
FDE ovat molemmat terévig, eli ne ovat teravia

Kolmiot ovat siis yhdenmuotoiset lauseen ssk perusteella.

515

Koska aABC ~a ADE
(kk, yhteinen kulma A ja suora kulma),
saadaan yhtal 6

x__18
6+8 6
6x=14-18

x:&;ﬁ:4,2(m)

Vastaus  Pylvéaan korkeuson 4,2 m.



Pyramidi 3 e Geometria e tehtavienratkaisut e sivu94

516 517
a) c
L} o
& &
o by
A B
Koska Todistus:
KolmioissaABC jaDEC on
< AFD = «BFE (ristikulmat : -
( ) _ _ AC =2DC | sivun keskipiste
< DAF =<« FEB (samankohtaiset kulmat ja AD || BC) _
<ACB yhteinen
nin BC=2EC | sivun keskipiste
AAFD ~AEFB (kk) joten AABC ~aDEC (sks).

Y hdenmuotoisissa kolmioissa vastinkulmat ovat yhta suuret, joten
x<CAB=<«CDE ja

Tall6in vastinsivut ovat suoraan verrannolliset, joten

BF EB

5" DA IDA=CB <CBA=«CED

BE EB EB = x Samankohtaiset kulmat ovat keskendan yhta suuret, joten
FD CB CB =3x DE[IAB.

BF_1 DE:CD=CE=1,joten DE:EAB.

FD 3 AB CA CB 2 2

Siis kolmion sivujen keskipisteiden yhdysjana on kolmannen

Vastaus  BF:FD=1:3 suuntainen ja pituudel taan puolet siita.
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b) 518
a) Piirretddn mallikuvajasiihen janat AB jaED

13

E<§==LP
O\
a)-kohdan tuloksen perusteella kysytyn yhdysjanan pituus on A

puolet kolmion toisen kateetin pituudesta. Merkitdan kolmion
toista kateettia kirjaimella x.

Kolmioissa ABC jaEDC
Pythagoraan lauseen avulla saadaan yhtalo

<BCA=<ECD | ristikulmat

X2 +5% =13 .
<CAB=<«DEC | samaakaartavastaavat kehakulmat
2 =169 25 Tall6in kolmiot ABC ja EDC ovat yhdenmuotoiset (kk)
x? =144 K olmioiden vastinosista saadaan yhtal
=112 0
X x> x_4
x=12 273
Siis kysytyn yhdysjana pituuson 12-2=6. Sx=28
X = @ — 9&
Vastaus &) Pikkukolmion ala on 16 % alkuperéisen 3 73

kolmion alasta.
b) Y hdysjanan pituus on 6.
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b)

Koska

niin
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<A=<E | samaakaartavastaavat kehakulmat
< C on yhteinen

AaACD ~AaECB (kk)

Saadaan verranto

X+3 2
7 3
3(x+3):14
3x+9=14
3x=5

519
a) Mittakaava
K- /,5cm 3
scm 2
b)
A
A
A'=k*A
A'=2A
4

Kuinka monta prosenttia A’ on suurempi kuin A ?

5 5
A 2A-A 2A

DR 100%=2 —4 _ 100%=125%
A A A

Vastaus a) 3:2 b) 125 %
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520

Merkitaan alkuperéisen suorakulmion sivuja kuvan mukai sesti
kirjaimillax jay.

36
48

a) Suorakulmion sivuja pienennettiin 36% eli suhteessa 64:100
eli 16:25. Vastinosien suhde on siis 16 : 25.

Saadaan yhtalo

3_16
X 25
16x =900
x:@:%=56,25z56 (mm)
16 4
V astaavasti

48_16
X 25
16x=1200

X= —1200 = @ =75 (mm)
16 4

b) Suorakulmion alaa pienennettiin 36% eli suhteessa 64:100 dli
16:25.
K oska pinta-al ojen suhde on mittakaavan nelid, saadaan yhtél 6

2 16

Vastinosien suhde on Siis 4 : 55.
Saadaan yhtalo

36_4
X b5
4x =180

x:%:% (mm)

V astaavasti
48 _4

X b
4x = 240

X =60 (mm)

Vastaus a)75 mmja56 mm
b)60 mm ja 45 mm
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521 522

Mittakaava on Vastinosien pituuksien suhde on mittakaava
/0Ocm 7 k_80m_8

20cm 2 “llem 11
Pinta-alojen suhde on
Tilavuuksien suhde on A A= 298 cm®
2k 3
. 3 A k=2
\\//Jdkﬂ = (Zj = 42,875~ 43 11
A'=k*A

tennispallo

8 2
A'=(—j .298 cm?
11

Vastaus  Jakapallon tilavuus on 43-kertainen.
A'=157,619...cm?

A'~158 cm?
Tilavuuksien suhde on

Vl
- K
v k=2

V=KV
8 3
V=[] asa
11

V'=1846...dl
V'=18dl

Vastaus Pienemman rasian dlaon 158 cm? ja
tilavuus 1,8 dl.
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523 MAA A KARTTA -
PALLO

!
A

&2

R =6400 km
r=15cm
Mittakaava
r 15cm 15, -
- = - -=2.10
R 6400-10°0cm 64
ﬁ =k?
A
A 15 ?
(&)
337000 \ 64

A'= N 337 000-10*
4096

A'=18511,96...-10 ™ km?
A'=18511,96...-10* cm?
A'=1851196...-10 cm? ~1,9 cm?

Vastaus 19cm?

524
KARTTA y

| =75cm
k =1:20 000 Kot

Olkoon

Saadaan yhtalo

K=_
X

1 75cm
20000 X
x =20 000- 75 cm
x=1500 000 cm

Pekka polki siis 15 km.

_ mf':ltka:15 km:10 km/h
aka 15h

Vastaus Matkaoli 15 km jakeskinopeus 10 km/h.



Pyramidi 3 e Geometria e tehtavienratkaisut e sivu 100

525

Olkoon uuden lakanan pituus 100 x. Taldin pestyn lakanan
pituus on 94 x. Lakanoiden mittakaava on

K- Mx ﬂ
100x 50

Alojen suhde on

, 2
A -100% = (ﬂj -100%
A 50
=88,36%
~ 88%

Vastaus 88 %

526 = c
Nelionaa A, =9. |
Olkoon nelion sivu x. |
Ih-3
2 h< !
X°=9 e r =
X= (J_r)3 :
3 i3 |3
I
. (|
~ABC ~aDEC (KK), silld i - ) B
5

1) «C onyhteinen
2) <«B=<«E, samankohtaiset kulmat ja DE || AB

AB

D h-3

wlor m

5(h—3)=3h
5h-15=23h
2h=15

h=12

Kolmion ala

A(ol mio — -
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Ao 100%
kolmio

9
—_—_.1009

7 100%

4

75

= 48%

Vastaus 48 %

tehtavien ratkai sut

sivu 101

527

Siis

Ih, =19 mm

100
=——:19mm
n 49

=38,77... mMm~ 39 mm

Vastaus 39 mm
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528 Matkaluonnossaon 2,1 - 100 =210 (km).
a) Kartan mittakaava on

1cm 1cm 1cm Vastaus: a) Mittakaavaon 1:10 000 000

k= = = =1:10 000 000 b) Tapaaminen Mantass4, jonne on linnuntietéa
100 km 100 000m 10 000 000 cm Turusta noin 210 km.

b) Piirretdan kolmio, jonka karkind ovat Turku, Lappeenrantaja
Nivala. Karjista on yhta pitka matka paikkaan, jossa kolmion
keskinormaalit leikkaavat. Piirretéan kolmiolle keskinormaalit.

Keskinormaalit leikkaavat paikassa, josta on matkaa karkiin
noin 2,1 cm.
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529

a) Kun pienennetdan A 3-paperi kokoon A4, pinta-ala pienenee
puoleen eli pinta-alojen suhde on 1:2.
K oska pinta-al ojen suhde on mittakaavan nelio, saadaan yhtal o

k2=t
2

k:ié% k>0
1

k= (0707..)

Tall6in pienennetyn pohjapiirroksen mittakaava on

11 L:l:soﬁzl:n

2 50 5042
b) Olohuoneen todelliset mitat ovat
65 mm - 70,7... ~4600 mMm=4,6 mja
52 mm-70,7... ~3700mm=3,7m

Vastaus. a) noin 1:71 b) 46 mja3,7m

530

KolmioissaRAB jaRDC on

<BRA=<CRD | ristikulmat

<ACD = <ABD | samaa kaarta vastaavat kehakulmat

joten ARAB ~ARDC (KKk).

K oska yhdenmuotoisten kolmioiden vastinsivut ovat suoraan
verrannol liset, saadaan yhtél 6

RD RC

RA RB

4a b

b a

4a* =b’ |b=400
4a* = 400° |4

a’= 4302 ‘ J

/4002
a=
4

a:4—(2)0:200 (m)

Polun pituuson 5a=5-200m=1000 m=1 km

Vastaus  Toisen polun pituuson 1 km.
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531 532 C
C
ey D Q{M Ay =
/ AA \
(3) A 'L
Koska <D = <A (samankohtaiset kulmat ja DE || AB)
A ® jakulma C on yhteinen, niin aDEC ~a ABC (KK) .
A~ABC ~aDEC
Mittakaava on k:E_ Tdlain )
5 1h
i_ E_ ﬁ_kZ di ﬁ_
Pinta-alojen suhde on Aso_ h A A
A 1
A :kz:(gj:i A2
A 5) 25 )
A:ZAS)
i-100%:16%
2 A=Ay A=A, A=A
1
Vastaus  Pikkukolmion alaon 16 % alkuperaisen A 2D 141
kolmion aasta E—SA “13 3
4 SO
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533

Kolmiot ABC ja ACD ovat yhdenmuotoiset lauseen kk
perusteella, koska molemmissa on suora kulmajaliséksi kulma A
on yhteinen. Vastinsivujen suhteesta saadaan yhtal o

AB AC
AC AD
9 a
a 4

Koska kolmio ABC on suorakulmainen, saadaan Pythagoraan
lauseen avulla yhtél 6

a’+b?=9?
36+b*=81

b? =45

b=+J45 |b>0
b=+/95

b=3\5

Vastaus: K ateetit ovat 6 ja 315 .



Pyramidi 3 e Geometria e tehtavienratkaisut e sivu 106

534 Pythagoraan lauseen avulla saadaan ensin ratkaistua h:

Olkoon ympyran sader.
h? +3° =5

C h?+9=25

h? =16

h=+4  |b>0
her h=4

z F T4ll6in

3 3 5r=12—3r

Kolmiot EOC jaDAC ovat yhdenmuotoiset (kk), silla 8r=12
kummassakin on suora kulma ja kulma C on yhteinen. 1

Verrannollisista vastinosista saadaan yhtal 6

r
3 A AC=5 Vastaus Y mpyran sideon 1% .
h
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535
Y mpyran halkaisija:

2 2
2 a a
d:<i>J(2a) {3 =5

2 a2 2
d:\/lBa a :\/15a —E\/E

4 4 2
Puoliympyran sisdltamé kehéakulma
on suora, joten «<CDB =90".

aABC ~aBDC (kk),
<« C onyhteinen ja<«B =907 =<«D

V astinjanojen avulla saadaan verranto

g;% |CD=X

CD CB

d_2a

x d

2ax = d?
a2

2a 2a 8

AD =% 2a-2a-14

8 8

1

Jakosuhde on 1—:a:§a:15:1

Vastaus

Suhteessa 15:1 huipusta lukien.



