Pyramidi 3 e Geometria e tehtavienratkaisut e sivu 108

601 602

Olkoon tuntematon kateetti a ja tuntemattomat kulmat « ja g
Ratkaistaan kulmat.

8,4 ~.
CoOSat = — o~
12 ~
12 p Sl
a :cos‘l(%j a 14 RS
12 .
a 32° s
o =45,5729.. [ | ] s
8,4 X
a~46°
B=90 -a Ratkaistaan varjon pituus x
= 44,4270.. ~ 44 tan32 = 2
X
Ratkaistaan kateetti a.
xtan32 =14
a®+84*=12° 14
X = - =22,404...~ 22 (m)
a2 =12% _8 4 tan32
a®=73,44
a= /7344 Vastaus Varjoon 22 m pitka
a=_8,5697...
a~8,6

Vastaus. Kateetti on 8,6 jakulmat 46° ja 44°
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603 604
a) Ratkaistaan x yhtal 0sta M erkitaan tasakylkisen kolmion korkeutta h:llaja kantakulmia
tan52°—l a :llajahuippukulman puolikasta g:l1a
45 Ratkai staan kantakulma.
X=45-tan52’ 1,9
COSox = E
Leijan etéisyys maanpinnasta on ’
e
X+1,6=45-tan52" +1,6=59,19...~ 59 “= 6.2
a=721545."
b) Leijan etdisyys Lauristaonyy.
Ratkaistaan yhtal 6 . a2 a
45 Kulmaksi f saadaan siten
C0S52" = — . .
y L =90"—a =17,8455...
y-cos52" =45 jakolmion huippukulmaksi
- 45 23 =35,6910..." ~ 36
C0S52’
y=7309...~ 73

Vastaus kantakulmat ovat 72° ja huippukulmaon 36°

Vastaus a) Leijan etédisyys maanpinnastaon 59 m
b) Leijan etdisyys Lauristaon 73 m
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605
Ratkaistaan korkeus h (m).

sin66°:£
57

h=57-sn66’
h=52,072...

Pinta-ala on siten

A=125-52,072...
=6509,011...
~ 6500

A=6500 m* =65 a

Vastaus 65 aaria

tehtavien ratkaisut e sivu 110

‘Ailunnikas = kanta- korkeus

606
Toinen kateetti on

tan30° =2
6
X=6-tan30° 30°
NE
veg L_"6 83 .5
J3 33
Hypotenuusa on
cos30" = 6
y
y= 6
cos30’
J3
o8 TR 128, -
NENCI
2
Vastaus  Toinen kateetti on 24/3 jahypotenuusa 43




Pyramidi 3 e

607

Geometria e

Ratkai staan korkeus h.
sin60’ = ﬂ
10

h=10sin60°

Vastaus

30+

A=

125./3

2

tehtavien ratkai sut

20

sivu 111

20 ¢ [3-1253

30

608

Merkitéan kannan
puolikasta x:l1&

Ratkai staan x.

30°

tan30° = >
X
5
tan30°
5

=5/3

X =

L

J3
Kantaon siten 2x = 10J§

Kolmion pinta-alaon

105,.5:25\/5

A=

Vastaus 253
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609 610
Ratkaistaan x yhtal osta Kun méen kaltevuus on 7%,
niin edettédessa 100 yksikkoa
inoo 5 - X 2o ~ Vaakasuoraan noustaan 7
25 SINess =25 yksikkoa ylospéin. Ratkaistaan
a ] kaltevuuskulma o yhtalosta
y 2,0 X=2-9n22,5 =0,765... 100a
X~ 0,8 7a
tana = —100
Ratkaistaan y yhtal dsta a
X tana = 0,07
.Y
C0s22,5 =5 o =4,004.
y=2.00822,5 =1,847... a=4
y~ 18 (km)

Vastaus Kaltevuuskulmaon 4°

Vastaus 0,8 kmitdanja 1,8 km etelén.
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611

612
C Ratkaistaan kulmat « ja £ suorakul maisesta kolmiosta ABD.
10,
i 6.5 D
Ll coSq = ——
D A B 9, 6,5 d
. (6,5
Kolmiosta DAC saadaan o = COS 98 o
A 9,8 B
10 o =48,450...° ~ 48,5°
sin30"=—
X
X= 19 Kulmaks /3 saad
Sn30° ulmaks g aan
10 L =90°—a=41549...° ~ 41,5°
X=—
1
2
x=20

Vastaus: 48,5° ja41,5°

Vastaus AC=20
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613
a) Ratkaistaan ensin kateetti x.
Sinoz:i
10 10
Toisadta X
a
Sna —i
\/g Yy
joten saadaan yhtal o
x_1
10 /5
x/5 =10
J5)
10 10V5
- —=—""-2
X Nl J5
Ratkaistaan kateetti v.
X* +y? =10
y? =100—(245)°
y?=100-4-5
y*=80
y=£,v80

y=4/5

K ateetit ovat 24/5 ja 4.5.

b)
cosa = -
10
cosa = 4—\/5
0
CoSa = 2—\/5
5
Vastaus: a) 2./5 ja 45 b) 2_\5/5
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614

a) Kulmasekunti on LO,joten a= o,75-i°.
3600

3600
Saadaan yhtalo

Maa

\ Alfa Centauri

Aurinko

xsina =1,5-10°

1,5-10°

Sha

_ 1,5-10°
. o,75oj
sin
3600

X =4,125...-10% ~ 4,1-10° (km)

b) Kulmasekuntia 1o vastaava etéisyys on
3600

. ( 1 j 1,5-10°
Sn =
3600 y

_1510°
- 1
sin| ——
(3600 j
y=3,093...-10" (km)
Tama etdisyys vastaa siis yhté parsekia (1 pc).

Siten Alfa Centaurin etéisyys Maasta parsekeina on
X
; =1,33...~1,3(pc).

Vastaus: @) 4,1-10° km b) 1,3 pc
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615

Kun « on suorakulmaisen
kolmion terava kulma, niin
90°— ¢ toinen terava kulmaon

90" — . Merkitéan kolmion
sivuja kuvan mukaisesti.

a) sinazg ja cos(90°—a):%,joten

sina =cos(90° — o)

[]

b) coser =2 ja sin(90°—a)=9,joten
c c

cosa =sin(90° — o)

C) tana=— ja
Sina

tang =——
cosa

616

o =25°

B =32

Suorakulmaisen kolmion ABC terava kulma
y=pf-—a=32°-25°=7°.

Suorakulmaisesta kolmiosta ABC ratkaistaan x javy.

COST° = —
15

X =15c0s7°

x=14,888...
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sin7o=
15

y=15sin7°

y=1828...
Ratkai staan z suorakul maisesta kolmiosta ACD.

z
tana =—
X

Z=Xtana
Zz=15c0s7° - tan 25°
2=6,942...

Puun korkeus on

y+2=1828...+6,942...=8,770...~ 8,8 (M)

Vastaus 8,8m

617

18,

2250
Suorakulmai sesta kolmiosta ADC saadaan

tan22,7° = h
X

h
X=———
tan22,7°

Suorakulmai sesta kolmiosta DBC saadaan
tanl18,2° = E
y

h

Y= tan18 2°

X D y
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Koskax+ y = 2250, saadaan h ratkaistua yhta 6sta

h N h
tan22,7° tanl8,2°

h L + L = 2250
tan22,7° tanl8,2°

h=

=2250

2250

1 1

+
tan22,7° tanl8,2°
h=414,20...~ 414

Vastaus: 414 m korkeammalla

618
h
68°
52°
-
18 ~—————18
X
\ ),
Y
x+15

Suorakulmaisista kolmioista saadaan yhtal 6t

tan68° = D
X

h = xtan 68°

h
X+15

h=(x+15)tan52°

tan52° =
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Etéisyys x saadaan ratkaistua yhta sta

xtan68° = (x +15) tan52°
Xtan68° = xtan52° + 15tan52°
Xtan68° — xtan52° = 15tan 52°
X(tan 68° — tan52°) = 15tan 52°

. 15tan52°
tan68° — tan52°

x=16,064...

Saadaan

h = xtan 68° = 16,064...tan 68° = 39, 760... ~ 40(m)

Tornin korkeus on siten

h+1,8=239,760...+1,8=41,560...~ 41,6

V astaus Tornin korkeus on 41,6 m.

619
AL =10 km

R=6400 km

L asketaan nakyvyysalue, eli kaaren AB pituus b.
Keskuskulma o saadaan yhtal 0sta

CoSa =
R+10

64
COSar = ——
64

a=3,200..° =32 R

|
Kaaren AB pituuson /
b=—% .27.R
360° —
= £ .27 -6400
360°

=357,538...< 400

joten Pariis el ole kaarella AB, eika lentokoneesta voi ndhda
Pariisia.

Vastaus Ei voi.
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620 621
L asketaan kulma « .
H
COsSo =
R+8 \
X
cosy 8400 5
6400+ 0,008 | e
0,0905..." sit - ' 17.4°>=300
=0, .. Sten
(94 E @) & A
2a=0,1811... 200 200|200
Kaaren pituus on v
s=—2% .27 .6400=20,23...~ 20 (km) X X
360° tan14,5 = |~OBH tanl7,4" == |aOAH
a
btan14,5 = x atanl7,4 =x
Vastaus 20 km etéisyydell& toisistaan maanpintaa b X X
pitkin mitattuna B tan14,5 a= tanl7,4°

b~ 3,8667x a= 3,1910x
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B 622

b = a* + 3000

3,8667°x° = 3,1910%x* + 3000°

(3,86672 —3,1910%) x* = 3000°

o___ 3000°
3,8667% — 3,19107

30007
X= *
)4 3,8667% — 3,1910?

X~1373,77 (m)

HV = x+200~1573,77 (m)

. 3& :3&:6&:6%:2@
sin60’ @ J3 3
Vastaus 1570 m 2
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45 32 623
an =
o] Piirretédan tasasivuinen kolmio ja siihen korkeusana.
Pythagoraan lauseen mukaan
- N2 32 .5
tands5 1 h? +a? =(2a)’ ,-"'-_\\
30
2 2 2
tal‘160°:3;/E h*=4a"-a m_,/ \
2 h? = 3a2 / h
32 Y32 332 i
tan 60° J3 3 o
a)
. ,ooa 1
Siisc=c,+¢,=3v2+/6 Sn30 = =
? 2a 2
cos30 :Lz_a‘/é :_3
2a 2a 2
Vastaus AC=6, BC=2/6, AB=3/2++/6 .
tan30 =2-_2__ _—
h a/3 3
Vastaus sin30° :1, cos30° :@, tan30° :i
2 2 J3
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b)

V astaus

624

sin60’ =L
2a

cos60 :i
2a

tan 60’ =D =
a

Geometria e tehtavienratkaisut e sivu 123

NE

_ay3_43
2a 2
i
2

a3 _
a

sin60° = cos60° =%, tan60’ =+/3

Ratkai staan x kosinilauseella.

Vastaus

X =47 +9*-2.4-9.cos100°

x* =109,502...
x= +,1/109,502...

x=10,464...~10

X

~
~

10

625

11

K osinilauseen mukaan

52=8%+11°—2-8-11-cosa
25=64+121-176Cc0Sx
176cosa =160

160
176

o= cos‘l(@)
176

o =24,61997.." = 24,6’

COSa =

Vastaus «a=~24,6
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626 627

1200
K osinilauseella saadaan 65":'
x? =1200% + 700 — 2-1200- 700 - cos150° D-;:
x? = 3,3849...-10° Kosinilauseella saadaan
X= £)33849...-10° (V7) =22+ x2 - 2-2-x- COS60
x=1839,815... .1
1T=4+X —4x.-—
X ~ 1800 2
x> —2x-3=0
L 25\(-2-4.1.(-3)
Vastaus 1800 m 2-1
2t+4
X=———"
2

Vastaus 3
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628

62"

|

Kolmion alaon

A:%-4-11-Sin62°

=19,4248...~19,4

Vastaus 19,4

629

45 °

14

Pinta-ala on 56, joten saadaan yhtél 6

56:%-14-x-sin45°

56— 7x-——

NG
(V2 o5
7

V astaus 8\/5
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630

‘5.

A

=

Kolmion aaon 8, joten saadaan yhtal 6
1-4-7-sinoz:8
2

1l4sina =8

: 8
Sna =—
14

. _1( 8 j
a=3n-"|—
14

a =34,849.."

a=35

Suplementtikulmien sinit ovat yhté suuret, joten kulmaksi
a kelpaa myds

180" —34,849.." =145,150..." =145

Vastaus 35 tai 145

631
Sinilauseen mukaan

X 10,3

sn30° sn75

X-sin75 =10,3-sn30°

10,3-sin30°
X="—"—

sin75
x=5,3316...
X~53

Vastaus Xx~5,3

10,3
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Sinilauseen mukaan

22 20
Snhag sSIn65

20-Sinag =22-sn65

. 22-3n65°
SNt =———
20

sina =0,9969...

a =85515.." ta «a=180-85515.."

a ~86° ta o ~94

Vastaus «a~86 ta a~94

e sivul27

22

20

633

a) Sinilauseen mukaan

87 132
Sha 9Snl120°

13,2-sina =8,7-s5n120°

sina =0,570789..
a=34,8052.., ta o=180"-34,8052...

a =1451947..°

Koska 34,8052..." +120° <180° ja 145,1947..° +120° >180°,
niinvain « = 34,8052..." kelpaa.
Sisa =35

b) Sivu a voidaan ratkaistajoko a-kohdan tulosta hy6dyntéen
kéyttéen joko sini- tal kosinilausetta (tapal) tai sitten ilman a-
kohdassa | askettua kulmaa ké&yttéen kosinilausetta (tapa 2).
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Tapal Sivun a vastainen kulma £ on 634
=180 — o —120" = 25,1947..° Kulma y =180" - 72" — 49" =59°

o Ratkaistaan sivut x jay sinilauseella.
Sinilauseen mukaan

52 X
8,7 _ a Sn59°  sn4g°
sin34,8052..° 9n25,1947... XSin59° = 52sin49°
) ] 52sn49°
a-sin34,8052..° =8,7-sn25,1947... X = "gn5oe
a=6 48847... X =45,784... ~ 46 (m)
a~6,5 (cm) 52 _y
Tapa 2 Kosinilauseen mukaan sns9°  sn72°

ysin59° = 52sin72°
_ 528in72° A 52

y -
a’+8,7a—9855=0 sin59°
y = 57,6957... ~ 58 (M)

13,2°=a*+8,7°—2-a-8,7-cos120°

Q7+ 2_24.1(-
87|87 ~4.1(-9855)

21 .
Pinta-alaon
qe 8,7+ /469,89
2 A= % -52.57,6957...sin49° =1132,132... ~ 1100 (M?)

a=-15188... ta a=6,488..~6,5

(el kelpaa) (kelpaa)
Vastaus: BC~ 46 m, AC~ 58 mjaaaon 11 aaria
Vastaus a) a~35 b) a~6,5cm
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635 636
0 K osinilauseella saadaan
W2 =133 + 315% — 2.133-315- cos135 2v2 X
= X2=176162,47...
35 45°
X=419,7...~ 420 (km) 6
J K osinilausedlla saadaan
Vastaus 420 km X2 = 6%+ (24/2)? = 2-6- 24/2 cos45°
1
X2 =36+4-2-242 . —
J2
xX*=44-24
X2 =20
x= £,720
x=2\/§
Pinta-alaon

A=%-6-2ﬁ.sjn45°=6\/§~i2=6

72

Vastaus. 245, 6
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637
L asketaan suurin kulma
13,4 =7,5* +10,8° - 2-7,5-10,8- cosa
179,56 = 56,25+ 116,64 —162cosa

162cosa =—6,67 /0,8

6,67
COSat = ————
162

a~92,35." ~92
L asketaan pienin kulma

7,52 =13,4% +10,8° — 2-13,4-10,8- cosy
289, 44cosy = 239,95

239,95

COSy =
Y= 289,44

y=34,00...~ 34
Kolmas kulmaon

180° —92,35..." —34,00..." =53,64..." =~ 54"

Vastaus Kolmion kulmat ovat 34", 54" ja 92

638

Tapal

12 a

. =— |sinilause
sn6l’ sn4r

asin6l =12sin47"

12sin47°
a=—"———

- =10,034...
sn6l

. X
an72 =— -a
a

X=asin72

12sin4r
X="——

.§in72°~9,5 (m)
sn6l’

Vastaus 9,5m
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Tapa?2
tan72 == la
a
atan72° =x |: tan72
X
a=
tan72°
tan47 == b
b
btan47° = x |: tan47°
X
tan4r

Koska a+b =12, saadaan yhta 6

X X

+ -1 | tan72" - tan47
tan72° tand4r

xtan47° + xtan72° =12tan72° tan47°
x(tan47° +tan72°) =12tan 72" tan 47

o 12tan72 ten 47
" tand7 +tan72

Xx~9,5 (m)

Vastaus 9,5m

639

98

O
A fo7 5

BD? =107° + 48 — 2107 - 48- oS53
BD? = 7571,156...
BD = £,4/7571156...

BD =87,012...~87 (m)

AC? =107% + 48” — 2-107 - 48- cos127"

AC?=19934.84...(m?)

AC = +,,/19934,84...

AC =141,19...~141 (m)
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Suunnikkaan ala on kaks kertaa kolmion ABD ala

Az2%-107-48-sin53°

=4101,79...

A=410179... m* ~ 4100 m* =0,41 ha

Vastaus Lavistgéat ovat 87 mjaldl m.
Pinta-alaon 0,41 ha

640
Y ksikk6né on senttimetri.

a=6-0,8=4,8
b=4,6

K osinilauseella saadaan

b? = x* + a® — 2xacos30°
4,6° =x* +4,8° —2-4,8x-§
4,62 = X2 + 4,8% — 4,83x
x> — 4,8J3x+188=0
. 4,83+(4,8J3) - 4-1.1,88

2:-1

. 2-2,4\/1_%1\/(2-2,4x/§)2—4-1-1,88
2

L _2:24/3+2]24°-3-188
2

x=2,4/3+,/2,42-3-1,88

x = 2,443 2,/2,4°.3-1,88=0,232...< 0,8 & kelpaa

X, = 2,43+ 2,/2,4% -3-1,88 = 8,081 kelpaa

Vilien madraon %:10,10...&0

Vasemmalla puolella on yhteensa 11 kurkea, joten johtgjakurjen
jalkeen on 10 kurkea.

Vastaus 10 kurkea.
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Kolmion pinta-ala on A:%absiny.
Huippukulman y laskemiseks saadaan yhtalo
%-S-SSiny:lG

sin —l
773

sivu 133

Suplementtikulmien

y=30" tal y =150

sinit ovat yhta suuret

1) Jos kulma » =307, niin

<BCD = % =15

<DBC=90"-15 =75

Merkitéén x= DB.

X cos’75
8

x=8cos75 =2,070...

AB =2x=4,141...

AB=~ 41 (cm)

2) Jos kulma y =150°, niin
<ocA-% 75

<CAD =90"-75 =15

i
ELMN
— |
M B

A x,

Merkitddn x= AD .

X cosly

X=8cosl5 =7,727...
AB =2x=15,454...

AB ~155 (cm)

Vastaus Huippukulmaon 30° jakantaon 4,1 cm tal

huippukulmaon 150° ja kanta 15,5 cm.
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642 643

TK =800 m=0,8 km Kolmion alaon

1 "1'

A=>-4:5-9n25
T

TA=1500 m=15 km

<ATK =180" - 70" =110°

. =10sin25 =4,2261...
Kosinilause

.5‘

M &aritetéan kulma o niin, ettdalaon 1, 2A.

x?*=0,8°+15*-2-.0,8-1,5c0s110°

x* =3,710... %-4-5-sina:],2-105in25°

X=+1,926... (km)

Sha =129n25
Sinilause sing =0,5071...
X _ 15 a =30,473... ta o =149,526..°
sin110° sSn«
| 15.§n110° Molemmat kulmat kelpaavat, silla a + 25 <180°.
sng=—=0,731...
1926...

Kulmaa on siis kasvatettava

o =47,03..~ 47" kelpaa 30,473..° — 25 =5,473..° ~ 5

@ =180 ~47,03.. =132.%6.. =133 149,526... - 25 =124,526... ~ 125

133 e kelpaa, silla110" +133>180°

Vastaus 47° Vastaus 5 ta 125
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644
35 60 o
: =— |sinilause
sin25 sing
35-snf=6,0-sin25
sinf = % |suplementtikulmat!

[=4642.." ta f=180 —46,42.." =13357.."

y=108,57.." ta y=2142."

Sivu c voidaan laskea joko sini- tai kosinilausedlla:

¢’ =a’ + b® — 2abcosy

c= (J_r)\/a2 +b? — 2abcosy

C= /3,5 +6,0° — 2-35.6,0c08y
c=7,85.. (cm) tai c=302... (cm)

Kolmion ala saadaan kaavalla

Azlbcsina
2

A:%-6,0-c-sin25°

A=9095.. (cm?) tai A=

c=7,9 cm

f =46 )
Vastaus ta
y =109

A=10,0 cm?

y=108,57..
tai

y=2142."

c=17,85..

tai
c=3,02...

3,83... (cm?)

c=30cm
B =134
y =21
A=38 cm®




Pyramidi 3 e Geometria e tehtavien ratkaisut

645

V uorelta katsottuna piste A on pohjoisessa ja piste B koillisessa,

joten kulma AVB =45’ jaedelleen kuima

VBA=180" — 70" — 45 =65 . Sovelletaan sinilausetta kolmioon

VBA.
X 4,00
sine5 sn45
4,00sin65
X=——

Sin4s’

Kolmiosta VAH saadaan

sivu 136

/5

b tanis

X

h=xtanls H

h= £00SN65 e A
Snd5

h=13737.. y

h~1,37 (km)

Vastaus Huipun korkeuson 1370 m

646

\/ A 94 M
Kosinilause

6,0° =9,4° + 4,6° - 2-9,4- 4,608
2-9,4-4,6c0sa =9,4° + 4,6° - 6,07

9,4° +4,6° - 6,07
2:9,4-4,6

COsa =

=0,850...

a=3L77.

Siten kulmaksi f saadaan
£ =180"-3177... =148,22.."
Sinilause

X 4,6

snp  sinl2

. 46-sin148,22. "

=11,64...~12 (km)
sinlz2 .

Vastaus 12 km
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b5

AV,

500 m
x? = a® + b? — 2abcos40° |kosinilause

Lasketaan ensin a jab.

a 500 .
. =— |sinilause
sin50° sn72
a=402,733...
b 500 .
. =— lsinilause
snlly sn4r
b=619,6009...
Siis
a=402,733...
X = (J_r)\/a2 +b? — 2abcos40’
b=619,6009...
Xx=404,7...
X~ 400 (m)

Vastaus 400 m

648

Olkoon r ympyran sade.
30" keh&kulmaa vastaava
keskuskulma on 60°.
Kolmiot AOD ja DOC ovat
Sitentasasivuisiaja
AD=DC-=r.

Kolmioista ADB jaDCB saadaan
yhté 6pari

r’=x*+6°-2-x-6-cos30°

‘ .1
2=+ & —2.x-8-cos30" -1

r’= x2+62—2-x-6-§
—rZ:—x2—82+2-x-8-£
2
0 =—28+x-23

x-24/3=28 N

(.28 _14 143

23 V3 3

Vastaus Jénneon#
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Kyseinen piste on kolmion keskinormaalien |eikkauspiste.
Tama piste on kolmion ympari piirretyn ympyran keskipiste.
Tehtavana on siis méarittdd ympyran sade.

Ratkaistaan kulma « .

700% = 500" +1000” — 2-500-1000- cosa
2-500-1000cosa = 5007 +1000* — 700°

2 2 2
_ 500° +1000° — 700 0,76
2-500-1000

a =40,535..."

COsa

Samaa kaarta vastaavat keh&kulmat ovat yhta suuret. Siirretdan
kolmion kérked A niin, ettd A'C on ympyran halkaisija. Taléin
kulma a'=«a jakulma A'BC on puoliympyréa vastaavana
kehékulmana 90" .

Suorakulmaisesta kolmiosta A'BC saadaan

Vastaus

2rsina =700
_ 700
2Sha
. 700
2sin40,535...

r =538,52...
r ~500 (m)

Kokoomarasti on 500 metrin paédssa rasteista.



