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201.
a)
2x— 5
x+3) 2+ x-15
F2X° F6X
—-5x-15
£5X£15
0
b)
X —3Xx+7
x2—1> x*-3x* +6x*  +4
=y X’
-3 +7x* +4
+,3x° F3X
x> —3x+4
HIXE 7
-3x+11
Vastaus a) 2x-5 b) x2—3x+7+_f’()2(+i1

tehtdvien ratkaisut e sivul e pdivitetty 15.12.2007

202.
a)
x—-1
2x+3> 2x2+ X+2
F2X* F3X
—2X+2
2Xx+3
5
2
Sﬁsgﬁ—iiizc:x—l+ 2
2X+3 2X+3
b)

X+7
xz—x+1> X3 +6x%—6x+7

XL X2 FX
X2 —TX+7
BHTXEEIXFT
0

Vastaus a) x-1+ b) x+7

2X+3
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203.

X+2
x—7> x? —5x —14
FHX X
2x —14
F2X 114
0

—5x+Xx°-14
X—17

Vastaus X+2

Tarkistus (Xx—7)(x+2)=x*+2x—-7x-14
=x* -5x—14

tehtavien ratkaisut e sivu 2

e péivitetty 15.12.2007

204.

a)
X2 43X+ 2

x—1> X3 +2x* — x-2
FHXE X
3x* — x -2
F3x% + 3x

2X —2

FP2X 2

0

b)
-4x -6

—x+2> Ax* —2x+ 3
PHAx? +8x

6X+ 3

Fo6XE12

15

Vastaus a) x*+3x+2

b) —4x—6+—>
2—X
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205.

a)
X —6X + 3

X2 +1> x* —6x° +4x>—6x +3
FX F X
—6x%+3x* —6X +3
+6x%° +6X
3% +3
F3X° F3
0

b)
2x3— X
—x? +2> —2x°> +5x3-2x

(i)2x3 (1)4X3

x3 —2x

3
£ X7 32X
0

Vastaus a) x*-6x+3 b) 2x’—x

tehtavien ratkaisut e sivu 3

paivitetty 15.12.2007

206.
a)
, 3 1
X2+ =X +—
2 4
2x—-3| 2x° —4x—E
4
(1)2X3(i)3X2

3% —ax->
4

9

3x%+ =X

+) 2
1 3
_X__
2 4
1 3
H—XE—
-+ 2 4
0
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b)
x? —3x+1
2x2—5> 2x* —6x3 —3x% +15x -5
F2x" +5%°

—6x3+2x*+15x -5

+6x° F15x
2x? -5
F2x° +5
0
Vastaus a) x2+§x+% b) x*-3x+1

Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi

207.
a)
—x?=-x-1
X —1> -x® +1
X @x
—x° +1
X F X
-x +1
X Pl

tehtavien ratkaisut e sSivu4 e

b)
1
X% —4x +5> x? +3
BPHX E4XF5
4x -2
c)
—x*+1
x3—2> —x° +x3+2x2-2
(i)xs (1)2)(2
X3 -2
($)X3 (i>2

0

Vastaus a) —-x*-x-1
4x -2

b) 1+ —
) X —4x+5

c) 1-x?

paivitetty 15.12.2007
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208.

2x> + b5x—4
x+7> 2x3 + 19x2 + 31x — 28
F2x° HL4x?
5x? + 31x —28
F5X° F 35X
— 4x-28
0

Jako meni tasan, joten polynomi 2x® +19x* +31x — 28
on jaollinen binomilla x+7.

tehtévien ratkaisut e sivu5 e pdivitetty 15.12.2007

2009.

a)
X-5

x2 —15x + 25) x® —20%° +100x — 125
FX £15%° F 25x

—5x%+ 75x—125

+15x* F 75x+125

0
. x*=20x*+100x —125
Siis > =X-
X —=15x+25
b)

X+2
x3—2> x*+2x* —2x-4
FX’ t2X

2x%3 -4
&5 2x° &4
0
4 3_ _
Sijs X T2 T2X74 o

X’ =2

Vastaus a) x-5 b) x+2
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210.
(X +5)P(x) =—x*-6x*-3x+10
X’ = X+ 2
x+5> —x®—6x*—-3x+10
& x° 5x°
—x*-3x+10
& X% &,5x
2x+10
H2XH10
0

Siis P(X)=—x*—x+2.

211.
3X+2
2x+3> 6x° +13x +6
F6X* FHIX
4X+6
BAXH6
0

‘ 6x* +13x+6
2X+3

Sii 3X+2.

tehtdvien ratkaisut e sivu6 e pdivitetty 15.12.2007

Merkitaan
P(x)=6x*+13x+6, Q(Xx)=2x+3 ja R(X)=3x+2

61306 6-100°+13-100+6 P(100)

- R(L00)
203 2.100+3 Q(100)

=3-100+2 =302

736 600+130+6 P(10) R(10)=3-10 4 2= 32

23 20+3  Q(10)
212.
X2 ~3x-1
7x2—2x+4> 7x* —23x% + 3x% + ax+b
FIX H2x° HAxX
—21x°3— X%+ ax+b
(i)21X3 (1)6X2(i) 12X

~7x*+(a+12)x +b
(i)?Xz ($) 2X (i)4
(a+10)x+(b+4)

Jako menee tasan, kun jakojaannos on nolla kaikilla x e R eli kun
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b+4=0
b=-4

a+10=0 ja
a=-10 ja

(a+10)x+b+4
7X*—2x+4

Vastaus x?—-3x—-1+

Jako menee tasan, kun a=-10 ja b=-4.

Tarkistus:
(7%% —2x+4)(x* -3x-1)
=7x = 21x° —Tx* = 2X> +6X* + 2X +4x* —12x -4
=7x" —23x> +3x* -10x - 4

213.

3a° - ab+ b°
2a+7b> 6a° +19a’h — 5ab® +7b°
F6a’H21a’b
—2a’b — 5ab* +7b°
+2a’b & 7ab’
2ab® +7b°
F2ab® F7b°
0

Vastaus 3a’-ab+b’

tehtdvien ratkaisut e sivu7 e pdivitetty 15.12.2007

214.

_ 3
a) limi=*
x->1 1 —X

Koska nimittajan raja-arvo on Iin} (1-x) =0, raja-arvoa

3

IirT11 1 el voida madrittad suoraan osaméaaran raja-arvon
X—>. — X
avulla.
1-x* . : Lo s 1A
Kun x #1, lauseke 1 voidaan sieventad kayttamalla
—X
jakokulmaa.
X +x+1
—X +1>—x3 +1
3 2
HX FPX
-x* 1
2
HX" P X
-X+1
HXFP1
0

3
Siis lim=— = lim(x? + x+1) =1+1+1=3.

x->1 1—X x—1
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X3 —x%—3x+2

b) lim — Sl (X XD =-2' ~2+1= 5
—x* = x+1
—x+2> xX*— X =3x+2
X E2x°
X —3X+2
F X 12X
-X+2
HXP2
0
Vastaus -5
215.

P(x)=ax®-31x* +1
Koska x =1 on nollakohta, niin P(1) =0:

a-’-31-1+1=0
a=30

Siis P(x) =30x° —31x”* +1.

Polynomi P(x) on jaollinen binomilla x -1, koska x=1 on
polynomin nollakohta.

tehtévien ratkaisut e sivu8 e pdivitetty 15.12.2007
0x*P-x -1
x—1> 30x° — 31x*  +1
(1)30X3 Pan) 3OX2
—x? +1
<i)xz($)x
-X +1
EX ($)1
0
Siis
P(x)=0
(x-1)(30x*-x-1)=0
Xx—1=0 tai 30x*-x-1=0
2
+ /(= —~4.30-(—
1w le_J( 1)2—4.30- (1)
2-30
1+11
X =
60
1 ) 1
X=—= tal X==
6 5
Vastaus a=30

P(x) =0, kunx:—% taix:% taix=1
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216.

Binomi x+2 on polynomin P(x) = x® + ax® — 4 tekij4, jos
binomin x +2 nollakohta on myés P :n nollakohta.

X+2=0 & x=-2

P(-2)=(-2)*+a-(-2)*-4=-8+4a-4=-12+4a
Siis oltava

-12+4a=0 < a=3

Jakokulma:
X*+ x-2
x+2> x® +3x° —4
P X F2X°
X2 —4
FX F2X
—-2x-4
E2x+4
0
Siis P(X) = (x+2)(X* +x—-2)

tehtévien ratkaisut e sivu9 e pdivitetty 15.12.2007

Tekijan x* + x—2 nollakohdat:

X*+x-2=0
1 J12-41.(-2) -1+3
2-1 2
Xx=-2 tai x=1

Siis P(x) =(x+2)-1-(x+2)(x=1) = (x = 1)(x + 2)*

Vastaus a=3, (Xx—-1)(x+2)°

217.
x}+2x?-13x-6=0

Jaetaan polynomi P(x) = x® +2x* —13x —6 tekijoihin.
Nollakohta on x =3, joten tekijdna on x —3:

X° + 5X +2
x—3> x*+2x* —13x -6
FX3+ 3x?
5x* —13x — 6
®5x° £15x
2X — 6
P 2X & 6
0

Siis P(x) =(x—3)(x* +5x+2) ja P(x) =0, kun
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Xx—3=0 tai x*+5x+2=0 elikun x°— 2x —17
x=3 tai X*+5x+2=0 x—1> X3 —3x? —15x +17
X_—Si\/52—4-1-2 _5+\17 FXE X

2-1 2 —2x* —15x +17
+2X%F 2X
5+
Vastaus Juuretovat x=3 ja x:5_—m. C17x 417
218. 0
) Siis
j(tz—Zt—5)dt=0 x®—3x?-15x+17=0
) (x-1D(x*-2x-17)=0
/(gts_tz_a)zo x-1=0 tai x?—2x-17=0
'3 C 2(2)—4.2-(-17)
1., , 1.5 ., x=1 tal x=
§X - X —=5x-— 5-1 -1°-5.1|=0 2-1
. . X_Zi\/ﬁ
§x3—x2—5x—§+6:0 | -3 2
x®—-3x*-15x-1+18=0 x:2i— ”2362
x* —3x?-15x+17=0
2+6V2
x =1 on juuri, koska 1*°-3.12-15.1+17=0. 2
x=1+3J2
Talloin polynomi x* —3x* —15x +17 on jaollinen binomilla
x —1. Suoritetaan jakolasku jakokulmassa. Vastaus x=1 tai x=1+32
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219.
Olkoon f(x) = x%+1. Tangentin kulmakerroin kohdassa x =1
on
k=f'(1)=31=3 |f(x)=3%
Tangentin yhtalo on
y—-2=3(x-1) ‘y_yo:k(x_xo)
y=3x—3+2
y=3x-1

Ké&yran ja tangentin leikkauspisteet saadaan yhtaloparista

y=x+1
y=3x-1
x}+1=3x-1
x}*—3x+2=0
Yhtaloén juurion x =1, silla 1*-3.1+42=1-3+2=0.

Polynomi x*—3x+2 on siis jaollinen binomilla x —1.

tehtdvien ratkaisut e sivull e péivitetty 15.12.2007

X2 +X—2
-3X+2

x—1> x°

— 3 2
X EX

x> —3x+2
FX* L X

—2X+2

E2XF2

0

(x=1)(x*+x-2)=0
Xx—1=0 tai x¥*+x-2=0

112 -4.1.(-2) -1+3
2.1 2

x=1 tal Xx=

x=1 tal x=-2

y=f®=2 y=f(-2)=-7

Siis leikkauspisteet ovat (1, 2) ja (-2, -7).
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Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi

220.

Maéaéritetddn kayrien leikkauspisteet:

S-Syt
3 2 6

10x° =9x* +1

10x°-9x*-1=0

-6

X =1 on yhtalon juuri

10x% + x+1
x—1> 10x° — 9x° —1

H10x® £10x?
NG -1
X T X
X -1
PXBH1

0

tehtavien ratkaisut e

sivul?2 e

(x-1)(10x* +x+1) =0
x=1 tai 10x*+x+1=0

L _ 11 -4-10-1

2-10

X:—li\/@
20

ei nollakohtia

paivitetty 15.12.2007

Lasketaan tangenttien kulmakertoimet, kun x =1.

Y, '(x) =5x%*

Y, '(x) =3x

Y1 I(:I-) =5
Y, '(1) =3

tana, =5, joten o, =78,690...°
tana, =3, joten o, =71,565...°

Kysytty kulmaon ¢ =¢, —a, =7,125...°.

Vastaus

7,1°
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291 x+2=0 tai x*-3x-10=0
: . : : S : +(-3)°-4-1-(-1
Kayrat sivuavat toisiaan leikkauspisteessd, jos niiden tahan X=-2 tai X = 3 \/( 3 (-10)
pisteeseen piirretyt tangentit yhtyvat. Méaaritetaan kayrien _ _ 2-1
X=-2 ftai Xx=5 tal x=-2

leikkauskohdat.
y=x>-15x-20
{y = X* + X
x* —15x —20 = X* + X
x*—x*-16x-20=0
Yhtalon juuri on x = -2, koska (=2)° —(=2)* —=16-(-2)-20=0.
Polynomi x* —x* —16x—20 on siis jaollinen binomilla x —(-2)
eli binomilla x+ 2.
x> —3x-10
x+2> x*— x*-16x-20
I X3 42x3
—3x*-16x-20
X2 & 6X
—-10x-20
+10x#,20
0

x}—x*-16x-20=0
(x+2)(x* —=3x-10)=0

Kéyrien leikkauskohdat ovat siis x=-2 ja x =5.
Kayrien y, = x> —15x - 20 ja y, = x* + x derivaatat ovat
y; (x)=3x*-15ja y;(x) =2x +1.

e Kohdassa x =—-2 tangentin kulmakertoimet ovat
k, =y, (-2)=3-(-2)" ~15=-3
K, =y, (-2)=2-(-2) +1=-3
Koska k, =k, , niin kohtaan x =—-2 piirretyt kayrien tangentit
yhtyvat. Kayrét sivuavat toisiaan.

Sivuamispisteen y-koordinaatti on y = (-2)"-2=2.
Sivuamispiste on (-2,2).

e Kohdassa x =5 tangentin kulmakertoimet ovat

k,=y./(5)=3-5-15=60

k,=y,(5)=2-5+1=11
Koska k; =k, , niin kohtaan x =5 piirretyt kdyrien tangentit
eivat yhdy. Kayrét eivat sivua toisiaan.

Vastaus ~Kéayrat sivuavat toisiaan pisteessé (-2, 2).
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Graafinen tarkistus
Yi

222.
X-x+l ¥ x 1 1 1 1
X3 X x X2 x x* X
223.
2x6+4x3+x_2x6+4x3+i_2X+i+i
x> x> x° X x?  x*
224,
X 2 b xr2y

2= 7T
(x+2) (x+2) x+2

X=a+b(x+2)

X=bx+a+2b

b=1 b=1
=
a+2b=0 a=-2

tehtdvien ratkaisut e sivu14 e péivitetty 15.12.2007
Vastaus - 2 >+ 1
(x+2)" x+2
225.
8x2+10x+3 a2 p @ ¢
3 - e
(2x+1) (2x+1) (2x+1) 2x+1
8x° +10x+3 a b(2x+1) c(2x+1)° 3
—= —+ —+ . ‘-(2x+1)
(2x+1) (2x+1)° (2x+1)°  (2x+1)

8x2+10x+3=a+b(2x+1) +c(2x +1)*

8x2+10x+3=a+2bx+b+c(4x? +4x+1)

8x*+10x +3=a+2bx+b+4cx* +4cx +c¢

8x* +10x+3=4cx’ +(2b+4c)x+a+b+c

4c =8 c=2 c=2

2b+4c=10 < {b=5-2c < b=

a+b+c=3 a=3-b-c a=
Vastaus L 2

+
(2x+1)° 2x+1
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226.

1 1 a b
= —t—
x—x*> x(1-x) x 1-x
1=a(1-x)+bx

l1=(-a+b)x+a

|- x(1-x)

Saadaan yhtalopari
—-a+b=0 a=1

<
a=1 b=1

Siis t 1
X(1-x) X

1
+—
1-x

2217.

X2+ X+2
X(X% + x+1)

bx + ¢

— " x(X2+x+1
X2+ x+1 ‘ ( )

a
—+
X

X* +X+2=a(x’ +x+1)+ x(bx +c)
X* +x+2=(a+b)x*+(a+c)x+a

a+b=1 a=2

a+c=1 eli <b=-1

a=2 c=-1
Vastaus 2 x+l

X XP4+x+1

tehtdvien ratkaisut e sivul1l5 e péivitetty 15.12.2007
228.

X;4ZEE+ b 2_|_ ¢ "X(X—Z)Z

X(x=2)° x (x=2)° x-2

X—4=a(x—2)* +bx+cx(x—2)
X—4=a(x* —4x+4)+bx+cx® —2cx
x—4=(a+c)x’+(-4a+b—-2c)x+4a

a+c=0 a=-1
—4a+b-2c=1 eli Jc=1
4a=-4 b=-1
Vastaus ——-— 1 >+ 1
X (x=2)" x-2
229.
3 2
3X +32x 9x+45%+%+£+ d ‘xs(x—4)
x> (x—4) X xX* X X-

3 +2x2 —9x+4=a(x—4)+bx(x—4)+cx? (x—4)+dx®
3 +2x*—9x+4=(c+d)x’+(b-4c)x* +(a—-4b)x—4a
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Saadaan yhtaloryhmé

c+d=3
1
EZ)) b-4c=2
a—-4b=-9
(3) L e
(1) |-4a=4 ] Sijoitetaan yhtaloihin
— — &S - —
(1,(2) ja (3).
c+d=3
) b—4c=2
(6) _ i
7y |—1-4b =9 - Sijoitetaan yhtal6ihin
1-4b=-9 & |[b=
(5) ja (6).
(g)| c+d=3
2-4c=2 < |c=0]| |Sijoitetaan yhtaloon (8).

0+d=3 < |d=3

Siis
3+2x*-9x+4 1 2 3

et ——
X} (x—4) x> x* x-4

Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi

tehtdvien ratkaisut e sivu16 e péivitetty 15.12.2007

230.
x?+2x—-3=0
X+2 252 -4-1.(-3)
X?+2x -3 2.1
x=1 tai x=-3
X+2 X+2

"1 -Dx-(3] x-D(x+23)

Siis
X+ 2 a b
= + (x=D(x+3)
(x-D(x+3) x-1 x+3 |
x+2=a(x+3)+b(x-1)
x+2=(a+b)x+3a-b
Saadaan yhtalopari
(1 ([ a+b=1
+
(2)|3a-b=2
4da =3
a :% | Sijoitetaan yhtaloon (1).

Sib=tleli |b=2
4 4




Pyramidi 13 e Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi e tehtdvien ratkaisut e sivul7 e péivitetty 15.12.2007

Siis Saadaan yhtalopari
3 1
x+2 __ x+2 4 4 (__8 1 +{ a+b=3
X2+2x-3 (x-D(x+3) x-1 x+3| 4x—-4 4x+12 2a-b=1
3a =4
231. i
3x+1 3
X+
T 4 5
X2+ X—2 b:3—a:3—§=§
Nimittajan nollakohdat: Siis
4 5
1412 -4.1(-2) _ x+1 3 3 ( 4 5]
2 — 7 = = = = — - + - + .
X' +x-2=0=x 2.1 ex=11tal x=-2 X*+x—-2 x-1 Xx+2 3x—3 3x+6
Siis
3x+1 3x+1 B 232.
. = =
X*+x-2 1.(x-1)[x—(-2)] xn w2 )
x+1 __ a b |- (x=1)(x+2) x—x° x(1-x?) 1-x* @+x)1-x)
(x-D(x+2) x-1 x+2 2 a b
Sx+l=a(x+2)+b(x-1) Q0% L1+x 1-x [-A+xa-x
3x+1l=(a+b)x+2a-b 2=a(l-x)+b@+x)
2=(-a+b)x+a+b
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Saadaan yhtalopari

(1) (-a+b=0
+
(2)| a+b=2
2b=2
b=1 | Sijoitetaan yhtaloon (2).
a+l1l=2
a=1
Siis
2X 2 1 1
= o +
X—x* 1-x* 1+x 1-x
Tapa 2
2x 0 2x
x—x® x(1-x?)
2X a b

XA+0A—% X 1+x 1-x |- x @+ x)(1-x)

2x=a(l+x)(1—x)+bx(1—x)+cx(1+x)
2x = a(1—x?)+bx —bx? +cx + cx?

2x=(-a-b+c)x*+(b+c)x+a

tehtavien ratkaisut e

Saadaan yhtalopari

(1) [-a—-b+c=0
(2)Jb+c=2

a=0

(3){—b+c=0

W) brc=2

2c=2
c=1
b+1=2
b=1

siis 2> - 1,1

Sivul8 e

3 +
X=X 1+x 1-x

paivitetty 15.12.2007

| Sijoitetaan yhtaloihin (1) ja (2).

| Sijoitetaan yhtaloon (4).
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233.

2x2+2x+12E a +bx+c
(x=2)(x*+4) x-2 x°+4
2x* +2x+12=a(x* +4) + (bx +c)(x - 2)

2X% +2x+12 =ax’ +4a+bx* —2bx +cx —2¢
2x* +2x+12=(a+b)x* +(-2b+c)x+4a—2c

|- (x=2)(x* + 4)

Saadaan yhtaloryhma

Sijoitetaan yhtal6ihin

a+b=2 D |[|la=2-b
i (2) ja(3).
-2b+c=2 & 2)) _op 5
4a-2c=12 (3)| TS
4da-2c=12
-2b+c=2 (4) || c=2+2b || Sijoitetaan yhtaloon (5).
&
4(2-b)-2c=12 (5) |—4b—2c=4
—4b-2(2+2b)=4 12
—2b-2-2b=2
—-4b=4
b=-1 | Sijoitetaan yhtaldihin (4) ja(1).
c=2+2-(-1)=0
a=2-(-1=3
2 p—
Vastaus 2X°+2X+12 3 X 3 X

= + — —
(x=2)(x*+4) x-2 x*+4 x-2 x*+4

tehtdvien ratkaisut e sivu19 e péivitetty 15.12.2007

234.

5x32_8x2+5x—245a)§+b+ C 4 d ‘-(X2+1)(X—1)2
(x*+D(x-1) X“+1 (x-1" x-1
5x° —8x* +5x —4 = (ax + b)(x =1)* +c(X* +1) +d (x> +1)(x —1)
5x° —8x% +5x —4 = (ax + b)(x* —2x +1) +

cx? +c+ (dx® +d)(x-1)

5x% —8x* +5x —4=ax’—2ax* +ax +bx?> —2bx +b+

cx® +Cc+dx® —dx* +dx—d
5x° —8x* +5x—4=(a+d)x’+(-2a+b+c—d)x* +
(a-2b+d)x+b+c-d

Saadaan yhtaléryhma

(1) la+d=5<|a=5-d | |Sijoitetaan yhtalgihin(2), (3) ja (4).
(2)] 2a+b+c—d=-8
(3) la—2b+d =5
(4) |b+c—-d=-4
—2(5-d)+b+c—-d=-8
5-d—2b+d =5 eli
b+c-d=-4

(5) [b+c+d =2
(6){-2b=0 < |b=0
(M) |b+c-d=-4

| Sijoitetaan yhtaloon (5).
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(8) [c+d=2
_I_
(9)|c-d=-4
2c =-2
c=-1 | Sijoitetaan yhtaloon (8).
-1+d =2
d=3 | Sijoitetaan yhtaloon (1).
a=5-3
a=2
. 5x°-8x*+5x-4  2x 1 3
Siis > = >+ :
(x*+1)(x-1) X“+1 (x-1)° x-1
235.
4x* —Ax* +x2 =2x+1  4x3(x-1)+(x-1)°
X(x —1)? X(x —1)?
C(x=D[ACH(x-D)] axdex-1
X(x —1)? X(x-1)
=4x+4+5;(_1:4x+4+ ox 1
X“ —X X(x—1)

tehtdvien ratkaisut e sivu20 e péivitetty 15.12.2007

4x +4
+x-1

— x> 4x°

— 3 2

4%+ x—1
(1)4X2 (i)4X

5x-1

Muodostetaan termille

osamurtohajotelma.
X(x—1)

5x -1 b \-x(x—l)
X(x—1) X—1
5x—1=a(x—-1)+bx

5x-1=(a+b)x—-a

a+b=5 a=1
<

—-a=-1 b=4

-1 1

X(x—-1) T X

a
=—4
X

Nain ollen

4
X—1

Siis

Ax* —4x° +x* —2x+1 1 4
> =4X+4+—+—.
X(x—1) X x-1
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230.

3 p—

x2+2x 1ZEE+ 2bx+c . 2o|x+e \-x(x2+x+1)2
X(X“+x+1)° x (X“+x+1° x"+x+1

X +2x—1=a(x* + x+1)* + (bx + ¢)x + (dx + &) x(x* + x +1)
xP42x—1=al[(x*)?+2-x*-(x+1) + (x+1)?]+

bx? +cx + (dx® + ex)(x* + x +1)
X*+2x—1=a(x" +2x> +2x* +x* +2x+1) +

bx* + CX +

dx* +dx® +dx® + ex® + ex® +ex

x3+2x—1z(a+d)x4+(2a+d +e)x3+(3a+b+d +e)x2+(2a+c+e)x+a

Saadaan yhtaloryhma

(1 [a+d=0

(2)|2a+d+e=1

(3))3a+b+d+e=0

(4) |2a+c+e=2

(5)||a=-1 | Sijoitetaan yhtaloihin (1) —(4).
(6) || d=1 | Sijoitetaan yhtalsihin (7)—(9).
(7)) -2+d+e=1

(8) |-3+b+d +e=0

(9) |-2+c+e=2

e tehtdvien ratkaisut e sivu2l e péivitetty 15.12.2007
(10) || e=2 | Sijoitetaan yhtaloihin (11) ja (12).
(1) \b+e=2
(12) [c+e=4

b=0
c=2
. X*+2x-1 1 2 X+ 2
Siis S=——+ 5 5 )
x(x% +x+1) X (x*+x+1)° x +x+1
237.
f(x)-f()
x-1
X2+ x-1
3_ R
_X ZXJil 0 x—1> x3 —2x+1
X_
($)X3 <i)X2
X2 —2x+1
($)X2<i) X
- x+1
& XHl
0
=x"+x-1
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£1) = lim1- X =T Graafinen tarkistus:
x—1 X—l y={7x2—2,x<—1
X =2x+1-0 L (2¢49, x|
=lim v
x—1 X — 1

=lim(x* +x-1)=1

x—1

b

Vastaus £:x2+x—1, X #1

AX
f'1)=1 l
1 X
238.
2 —_ J—
Tutkitaan funktion g(x) = 7X2 2, kunx<-1 jatkuvuutta 239.
2X°+9, kunx>-1
kohdassa x = —1. a) f(3)=6-3-18=0

lim f(x)=lim(6x-18)=0
g(-=2-(-1)°+9=11 k3 o3
. . , )
lim g(x) = lim (7x*-2)=7-(-1)*-2=5%#11 lim f(x) = lim (3x* ~27) =33 ~27=0

x—-1-

: : : _ _ joten f on jatkuva kohdassa x = 3.
Funktio g ei ole vasemmalta jatkuva kohdassa x = -1, joten se ei

voi olla jatkuva t&ssa kohdassa. Siis se ei voi olla mydskéén

S Siis f voi olla my6s derivoituva kohdassa x = 3.
derivoituva kohdassa x =-1.




Pyramidi 13 e Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi

Erotusosamadran toispuoliset raja-arvot

03 lim 1= @) _ ;) 6x-18-(6:3-18)
X—3- X — X—3— X—3
= 1im 718 i 8X29) g
x->3- X —3 x>3- X —13
2'— —_ . —
£1(3) = lim L= @)y 3¢ -27-(6-3-18)
X—3+ X—3 X3 X_3
2 2
= lim 3 27:|imM
X3+ X——3 X—3+ X__3
= lim 3(X+3)(X—3)): lim 3(x+ 3
X3 X_3 X—3+

=3(83+3)=18+6

Koska f/(3) = f'(3) ei erotusosamaéralla ole raja-arvoa
kohdassa x =3, eikd f ole derivoituva tassa kohdassa.

X—09, X<3
X —5%x, x>3

b) g(><)={

g(x)=x-9, kunx<3

(ay - 1oy () —9(3)
(=] g(3)=3*-53=-6

X—3

X—3—

tehtavien ratkaisut e sSivu23 e

paivitetty 15.12.2007

g(x) = x*=5x, kunx >3

, . g(x)-9(3)
3) = lim 222122
g.(3) = lim 0(3) =6

X—3
x* —5x —(—6)
X—3
— ||m (X—B)(X—Z)
X—3
=lim(x-2)=3-2=1=9g'(3)

X—3+

X—3+

= lim

X—3+

X—3+

Siis gon derivoituva, kun x=3 ja g'(3)=1.
Graafinen tarkistus:

y x-9  x<3|

W= |
{ﬁ-h,xaB;
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240.

3X+2, x<-1
f(X)={
X, x>-1

a) Kun x<-1,niin f(x)=3x+2, joten f'(x)=3.
Siis f on derivoituva kohdassa x=-2 ja f'(-2) =3.
b) Kohdassa x=-1 f:n lauseke vaihtuu.
Lasketaan toispuoliset derivaatat kohdassa x =—1.

(1) = tim FELH hz— f(~1)

h—0-

3(-1+h)+2-[3-(-1)+2]

= lim
h—0- h
= lim sh 3
h—0- h
f/(-1 = lim f(_“hg_ )
_ i ~1Hh= ()
h—0+
lim o145 1)

h—0+

Siis f ei ole derivoituva kohdassa x =-1.

Vastaus a) f'(-2)=3 b) ei derivoituva

e tehtdvien ratkaisut e sivu24 e péivitetty 15.12.2007

241.

f(x)= Jx on maaritelty, kun x >0, joten silla ei voi olla
vasemmanpuolista derivaattaa origossa.

Koska
£1(0) = lim T =TO) _ iy ¥x =0 —Vo
X—>0+ X _0 x>0+ X _0
—im XX 2 gim X
Xx—0+ X x—>0+,/XJX
—lim = = o
x—>0+,/x

niin f:11& el ole mydskaan oikeanpuolista derivaattaa origossa.

Siis f ei ole oikealta derivoituva origossa.

242.

h(x):(x+1)\x—1\:{

(x+D@A-x) , x<1 |1-x*, x<1
(x+D(x-1),x>1 |x2-1,x>1

a) h(x)=1-x? kunx<1, joten h on derivoituva kohdassa
x=-1.

b) Funktio h on méaritelty eri lausekkeilla kohdanx =1 eri
puolilla, joten on laskettava toispuoliset derivaatat.
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p— p— 2_
h;(l):“mM:"mu 243.
X—1- X—-1 X—1- X—1
_ _ —X+2 ,kunx<?2
imEE0AHX) e Z@E0 gy f(x)=|x—2|=
x-1- x—1 -1 1 X—=2 ,kunx>2
2
h' (1) = "TM: "mx——l—O £'(2) = lim f(x)—f(2) _lim —-X+2-0
x—1+ X—-1 x>+ x=1 - bCH X — 2 X 2m X—2

zlLrH(x+1):(1+l) =2#h'(2) i ~(x-2) (D) — 1

x>2- X—2 X—2—

joten h ei ole derivoituva kohdassax =1. ia

= lim
xo2+ X —2 X—2+

Graafinen tarkistus: f'(2) = lim M_ X_—Z_Oz liml=1
+ X_

X—2+

Lhix) = b+ 1) x = 1]

|
H

joten f'(2)= f.'(2).

Siis f ei ole derivoituva, kun x=2.

Graafinen tarkistus:
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244,
g(x) = x*Ix -1

Todistus.

Tutkitaan funktion toispuolisia derivaattoja kohdassa x =1.

X—1- X—1
2 p— p—
:IimM |x-1<0, kunx <1
X—1- X—1
2 20 .
_lim X ( x+1):Iim X“(-1)(x-1)
X—1- X—-1 X—1- X—-1

=lim(-x*)=-1"=-1

X—1-

X—1+ X -1
2
:IimM | x—1>0, kun x>1
x—1+ X—-1
2 J—
im XD imxe =12 21
Xx—1+ X -1 Xx—1+

Koska g’(1) = g: (1), niin g ei ole derivoituva kohdassa x =1.

tehtdvien ratkaisut e sivu26 e péivitetty 15.12.2007
245.
5-x°, x<1
f(x)=
3x* —9x+10, x>1

Polynomifunktiona f on derivoituva, kun x =#1.
Derivoituvuus kohdassa x=1:

F)-f@) _ lim 5—x*—(5-1%)

£/(1) = lim
- x-1 x->1- x-1
\ —x*-x-1
= lim X J;l x—1> —x° +1
*” X3 HX°

x> +#1

X2 P X
-x+1
EXP1
0

= lim(-x*-x-1)

X—1-

=-1-1-1=-3
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. f(x)-f( — (- _
£(1) = lim - = T@ freg)= fim SO TED _p, 6x=5+11
X—1+ X—=1 X——1- X — (_]_) x——1- X+1
. 3x*-9x+10-(5-1°
_lim (5-1) g BXH6 L BOHD) L
X1+ x-1 x—>-1- x 41 x>-1- x4+1 X—>—1-
3x° —9x+6=0
£1(-1) = lim 1) = TCED
_jim 3X = 9x+6 L _9%y(-9°-43-6 93 : ot x— (1)
ot x=1 2-3 6 jim —X —3x—-15+11
x=2 tai x=1 =am x+1
. 3(x-1)(x-2) —x*+ x -4
=lim —x*-3x-4
_1 x-1 = lim —— x+1>—x3 3x -4
=lim3(x-2) ot X+l 3, 2
X—1+ (i,X (i)X
=3(1-2)=-3=f'(1
(1-2) ‘@) X —3x —4
Siis funktio f on derivoituva myo6s kohdassa x =1. F X2 X
—4x -4
Vastaus On.
2406. 0
= lim (-x* + x—4)
F(x) = 6Xx -5, Xx<-1 x>+
T |=x®-3x-15, x>-1 =—(-1)°+(-1)-4
=-1-1-4=-6
Funktio f on polynomifunktiona derivoituva, kun x #-1.
: .. iis /(-1 = f/(-1),]j funktio ei ol ivoi koh
Tutkitaan derivoituvuus kohdassa x =—1: ilf—l (=1)# 1/(=1), joten funktio i ole derivoituva kohdassa
Vastaus Funktio f ei ole derivoituva.
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247.

f(x) = xz+4x, x<1
X“+5x-1, x=>1
Koska f(x)=x*+4x, x<1 ja f,(x)=x+5x-1, x>1 ovat
polynomifunktioina derivoituvia, funktio f on derivoituva, kun

2
x£1ja f(x) = 33X +4, x<1
2X+5, x>1

Tutkitaan funktion f derivoituvuutta kohdassa x =1.
’ _ _ f(x)=x%+4x, x<1
o £/@)=lim AT TO=X A X<

o x-1 f()=1?+5-1-1=5
_lim x> +4x-5
- x-1
\ x>+ X+5
:Iimw x—1> x® +4x -5
o x-l — 3 2
FX L X
x> +4x-5
BXd X
5X -5
HOXEHO
0
= lim(x* + X +5)

X—1-

=1 +1+5=7

tehtdvien ratkaisut e sivu28 e péivitetty 15.12.2007

o /()= IimM ‘ f(x)=x*+5x-1 x>1
X—>1+ X—l f(l):5

x?+5x—-1-5
m

X—1+ X—l
. X’ +5x-6 x*+5x—6=0
-k x—1 Xx=—6taix=1
= lim L (x+6)(x=1) _ lim(x+6)=7
X—1+ X -1 X—1+

Koska f '(~1) = f,'(-1), niin funktio f on derivoituva myds
kohdassa x =1.

Vastaus On.
248.
0(x) = ax’+b, x<2
7X-5  x=>2

a) Funktio g on selvasti polynomifunktiona jatkuva, kun x = 2.

Koska
o limg(x)= Iirg(ax2+b):4a+b
« lim g(x) = lim (7x~5) =9

X—>2+
eg(2)=7-2-5=9
niin g on jatkuva myos kohdassa x=2, jos 4a+b=9 eli
b=9-4a.SiisaeR ja b=9-4a.
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b) Jotta funktio g olisi derivoituva, niin sen pitaa olla myds
jatkuva, joten b=9-4a.

2 —
Talléin g(x):{ax +9-4a, x<2

X -5, X=>2.

Maaritetaan funktion g toispuoliset derivaatat kohdassa
X=2.

— 2 _
. (@)= lim9X)-9@)  |g(y=ax’+9-da, x<2
x>2- X —2 9(2)=7-2-5=9
i ax®+9-4a-9 . ax’—4a
X—2— X—2 M X_2
2
im 2 =4 a2 (x=2)
X—2- X_2 X—2— X_2

=lima(x+2)=4a

X—2—

e g'(2) = lim 30 =9C) g(x) =7x=5, x>2

X—>2+ X—2 9(2) =9
im X0 i T2 iy 727
=2+ X —2 X2+ X —2 X—2+
Funktio g on derivoituva kohdassa x =2, kun
9.(2)=09:(2)
da="7
7
a=—
4

Tallin b:9—4a:9—4%=2. Siis a:% jab=2.

tehtdvien ratkaisut e sivu29 e péivitetty 15.12.2007
249.
2 <_
(%) = ax®—2a, x<-1
6X +Db, X>-1

Funktio f on polynomifunktiona derivoituva, kun x = —1.
Jotta f olisi derivoituva myos kohdassa x =—1, niin toispuolisten
derivaattojen pitaa olla tdssé kohdassa samat.

. £/(x)= lim 1=

X——1— X—(—l)
ax’ —2a—|a-(-1)?*-2a
= lim [ 1 }
x—>-1- X+1
. ax*-2a—-a+2a . a(x*-1)
x—>-1- X+1 x>-1- x+4+1
= gim A0HDOED e ax—1) = —2a
X—>—1— X+1 X—>—1—
¢ 10 i 10D
Xx—>-1+ X—(—
_ lim 6x+b—(a-2a)
X—>—1+ X+1
. bXx+b+a
= lim ———
X——1+ X+1

Koska nimittajan raja-arvo on lim (x+1) =0, niin jotta f/(-1)

X—>-1+

voisi olla olemassa, pitdd myds osoittajan raja-arvon olla nolla.
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Siis
hT(6x+b+a) 0
—-6+b+a=0
b=6-a
Talldin
£1(x) = lim 6x+(6-a)+a _ lim 6(x+1) _ lim 626
x——1+ X+1 X—— 1+ X+1 X—— 1+

Saadaan yhtdlo —2a =6 eli a=-3.
Néinollen b=6-a=6-(-3)=9.

Tapa 2
2a,

Hx) = {6x+b

Funktio f on polynomifunktiona derivoituva, kun x = —1.

x<-1
Xx>-1

Tutkitaan erikseen kohta x = -1.

1° Jatkuvuus kohdassa x = -1

lim f(x)= I|m (ax —2a)=-a

X—>—-1—

lim f(x)_llm(6x+b) 6-(-1)+b=b-6

X—>—1+

f(-1)=a(-1)’—2a=a-2a=-a

Saadaan yhtadl6 —a=b-6
b=6-a (jatkuvuusehto)
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2° Toispuoliset derivaatat

f(x)- (-1 _

x-(-1)

axz—a: lim a(x’*-1)
X+1

f'(=1) = lim

X—>-1—

= lim

x—>-1- X—>-1-

m a(x+1)(x-1)
X+1

= lim a(x-1)

x—>-1- x—>-1-

=a(-1-1)=-2a

f(x)-f(-1)
X+1
6x+b—(-a)
X+1
6x+6—a+a
X+1
. B6X+6
= lim
x—>-1+ X +1
_ lim 6(X + 1)
x>-1+ X +1

f'(~1) = lim

X—>—1+

= lim

x—>-1+

|[b=6-a

= lim

X—-1+

x—> 1+

Oltava f'(-1)= f.'(~1), joten —2a=6, josta a =-3 ja
b=6-a=6-(-3)=0.

Vastaus a=-3jab=9
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250.

0(x) = 2x}—ax, x<1
ax’ —2x+b, x>1

Funktio g on polynomifunktiona derivoituva, kun x =1.

Jotta g olisi derivoituva myos kohdassa x =1, niin toispuolisten
derivaattojen pitaa tdssa kohdassa olla yhta suuret.

: . g(x)-g@®)
* 9 =lim=—"—
2x}—ax—(2-°-a-1)
x—1
2x° —ax+a—2
x—1

= lim

X—1—

= lim

X—1—

Koska nimittdjan raja-arvo Iirp (x—1) =0, niin my0s osoittajan

raja-arvon pitad olla nolla, jotta g’ (1) voisi olla olemassa.
Siis
lim(2x® —ax+a—-2)=0

X—1-
2—-a+a—-2=0
0=0 aina tosi
aeR

Osoittaja on siis aina jaollinen binomilla x —1.
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2x% +2x—a+2

x—1> 2x° —ax+a-2

+ 2x3 <i)2X2

2x* —ax+a—2

F2X% £2X

(—a+2)x+a-2
F(-a+2)xdat2
0

Siis g’ (1) = XIiﬁrp_(Zx2 +2x—a+2)=6-a.

Oikeanpuolinen derivaatta kohdassa x =1:

¢ .= lip S=96)
2
_ lim & —-2x+b-(2-a)
x—1+ X—1
. ax’-2x+a+b-2
=lim
x—1+ X—-1

Koska nimittdjan raja-arvo Iirp (x—=1) =0, niin myos osoittajan

raja-arvon pitad olla nolla, jotta g’ (1) voisi olla olemassa.
Siis
lim(ax* —2x+a+b-2)=0

X—1+

2a+b—-4=0
b=4-2a
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Saadaan
2_ — J—
g;(l):limax 2X+a+4-2a-2
x—1+ X—l
. axi-2x—-a+2
=lim
X—1+ X—l

ax+a-2
x—1> ax’—2x—-a+2

Fax® 4 ax

(a-2)x—a+2
(i)(a — Z)X(i)a($)2
0

Siis
2_ p—
g/ ()= lim & 22X 8% 2 i axsa—2)=2a-2

X—1+ X =1 X—1+

Saadaan yhtalo

g.1)=9.(1)
6—-a=2a-2
-3a=-8
8
a=—
3
b:4—2a=4—2-§=—1E
3 3
1

Vastaus a= 2g b=-1=
3 3
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Tapa 2
g(x):{ZXS—ax, x<1
ax® —2x+b, x>1
Funktio g on polynomifunktiona derivoituva, kun x #1.
Derivoituvuus kohdassa x =1:
1° Funktion g on oltava jatkuva kohdassa x =1:
lim g(x) = 1Lr11(2x3 —ax)=2-a
limg(x) :!iﬂrﬂ(ax2 —2x+b)=a-2+b
g()=2-1-a-1=2-a
Saadaan yhtalo

2—a=a-2+b
b=4-2a (Jatkuvuusehto)

2° Derivoituvuus kohdassa x =1:

g(x)-g(@@) lim 2x}—ax—(2-1°-a)
x—-1 X1~ x—-1

g9-(1) = lim

X—1-
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2x%+2x+2—-a

2x3 —ax+a-2
x-1

= lim —ax+a-2

X—1—

x—1> 2x°

F2x° £2x°

2x? —ax+a—2
F2x2 +2X

(2-a)x+a-2
P(2-a)xpat?2
0

=lim(2x*+2x+2—-a)=6-a

X—1—

1) — 1im 90~ 90)
g, (1) = lim S5

X1+
ax’ —2x+b—-(2-a)
x—1
ax’ —2x+4-2a-2+a
x—1

=lim

X—1+

=lim

X—1+

tehtavien ratkaisut e sSivu33 e

ax’ —2x—a+2
x-1

= lim

X—1+

=lim(ax+a-2)

X—1+
—a+a-—-2
=2a-2

Saadaan yhtalo

6—-a=2a-2
3a=8

8
a=—
3

b=4-2a=4-2.8_41
3 73

Vastaus a= 2g b= —11
3 3

paivitetty 15.12.2007

ax+a-2

x—1> ax’ —2x—a+2
Fax® +ax

(a-2)x—a+2

F@a-2)xHaFH?2

0
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251.
1
xcos—, x=0
f(x)= X
0, x=0

Jatkuvien funktioiden f,(x)=cosx ja f,(x)= 1 yhdistettyna
X

funktiona funktio f,(x)=cos— on jatkuva maarittelyjoukossaan
X

x#0.
Talloin jatkuvien funktioiden f,(x)=xja f,(x)= cos1 tulona
X

f.(x)= xcos1 on jatkuva madrittelyjoukossaan x #0.
X
Funktio f on siis selvésti jatkuva, kun x=0.
Tutkitaan funktion jatkuvuutta kohdassa x =0.
: : 1
o limf(x)= Ilm(xcos—j =0,
x—0 x—0 X

koska Iirrg x=0ja-1< c051£1.
X—> X

e f(0)=0

Koska Iirrol f(x)= f(0), niin f on jatkuva myds kohdassa x=0.

Vastaus On.
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252.

Funktion f derivaatta kohdassa x =a on

f(a) = lim+ ) =@
X—a

X—a

Toinen tapa:

@=1i

f(a+h)- f(a)
h

0, kunx<1 | .
el ole derivoituva
2, kunx>1

kohdassa x =1, koska funktio g ei ole edes jatkuva kohdassa
Xx=1:

Esimerkiksi funktio g(x) = {

 lmg(o=fimo=o ¥4 473
* Ima() = im2=20
* 9(1)=0
x2sin<, kunx 0
Tutkitaan funktion f(x)= X derivoituvuutta

0, kunx =0
kohdassa x=0.

im X —lim

x—0 X—0 x—0 X x—0

xzsinl—o
£0) = lim1 X =10 _; ( ;

xsinijzo,

koska limx=0ja —-1< sin££1.

x—0 X

Funktio f on siis derivoituva kohdassa x =0.
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253.
_ —X , x<1 Bt
Olkoon funktio f(x)= !y_{—zml,le
-2x+1,x2>1 v
Osoitetaan, ettd f toteuttaa vaaditut endot. 11
Jatkuvuus i X

f on polynomifunktiona jatkuva, kun x =1.

Koska

o qu] f(x)= qu](—x) =-1

o limf(x)=lm(-2x+1)=-2+1=-1

X—1+ X—1+

o f()=-21+1=-1

niin f on jatkuva myos, kun x=1. Siis f on jatkuva kaikkialla.

Aidosti vahenevyys
Olkoon x;, X, eR ja X, <X,.
1° Jos x, <1 ja x,<1,niin f(x)=-x ja f(x,)=-X,.

Koska x, < X,, niin —x, > =X, , joten f(x)> f(x,) ja
f on aidosti vaheneva.

2° Jos x, <1 ja x,>1,niin f(x)=-% ja f(x,)=-2x,+1.

Talloin
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f(x)— f(X,)==-%—(-2x,+1)
=—X, +2X, -1
==X + X, +X, -1
=X, =% +X,-1>0

—

—
>0 20

joten f(x,)> f(x,) ja f onaidosti vaheneva.
3° Jos x, =21jax, =1, niin
f(x)=-2x+1ljaf(x,)=-2x,+1
Talloin
f(x)—f(x,)=-2x+1-(-2x,+1)
=-2X, +1+2x,-1
=2(X,—%)>0,
\_W_J

>0
joten f(x,)> f(x,) jaf on aidosti vaheneva.

Kohtien 1°, 2° ja 3" mukaan f on kaikkialla aidosti vaheneva.

Derivoituvuus

Funktio ei ole derivoituva kohdassa x =1:

—-X—(-2-1+1)
x-1

£1(1) = |imw: lim

X—1- X—1-

. —X+1
= |lim

x—>l- x—1

— lim(-1) =-1

X—1-
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£(1) = lim f(x)—f(Q) _lim —2X+1-(-2-1+1)
X—>1+ X—-1 X—>1+ X—-1
i =22 i 22D
x>l x—1 P L gy |

Siis f_'(1) = f,'(1) ja funktio f ei ole derivoituva kohdassa
x=1.
O

254.

Funktio f on kasvava, kun kaikilla x,,x, € M, ehdosta x, < X,
seuraa, ettd f(x) < f(x,).

Esimerkiksi funktio

0, k <0
f(x) = un x
1 kunx>0

on epdjatkuva ja kasvava.

—
el
XYy
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e Epéajatkuvuus
lim f(x)=1lim0=0

x—0— x—0—-

lim f(x)=1lim1=1+0

x—>0+ x—0+
f(0)=0
Koska Iirp_ f(x)= Iirp f(x)= f(0), niin f on epdjatkuva

origossa.

e Kasvavuus

Funktion arvot eivat selvéstik&dan koskaan pienene, kun
muuttujan x arvot kasvavat (0<1), joten f on kasvava.

Kasvavuus voidaan tietysti todistaa my0s seuraavasti:
Oletetaan, ettd x;,x, e R jax, <X,.

1° Jos x, <0jax, <0, niin f(x,)=0jaf(x,)=0, joten vaite

f(x,) < f(x,) on tosi.

2° Jos x,<0jax,>0,niin f(x)=0jaf(x,)=1, joten véite
f(x,) < f(x,) on tosi.

3° Jos x,>0jax,>0,niin f(x)=1jaf(x,)=1, joten véite
f(x)< f(x,) ontosi. 4
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0, kunx<0 .
on kasvava ja jatkuva
X, kunx>0

origossa, mutta ei derivoituva.

Esimerkiksi funktio g(x) = {

YA

y = g(x)
1,,

o Kasvavuus
Funktion arvot eivét selvéstik&dan koskaan pienene, kun
muuttujan x arvot kasvavat , joten g on kasvava.

Kasvavuus voidaan tietysti todistaa my0s seuraavasti:

Oletetaan, ettd x,,x, e R jax, <X,.

1° Jos x, <0jax, <0, niin g(x,)=0jag(x,)=0, joten
véite g(x,) <g(x,) on tosi.

2° Jos x,<0jax,>0,niin g(x,)=0jag(x,)=x%, (>0),
joten vaite g(x,) < g(x,) on tosi.

3° Jos x,>0jax,>0,niin g(x)=%Jag(x,)=x%, (>X),
joten vaite g(x,) < g(x,) ontosi.

tehtévien ratkaisut e sivu 37 e péivitetty 15.12.2007

e Jatkuvuus origossa

limg(x)=1im0=0

Xx—0- x—0—
fim 909 = fim x=0
9(0)=0

Siis Iirp_ g(x) = Iirp g(x) =g(0), joten g on jatkuva origossa.

e Derivoituvuus origossa

g (0) = lim 3 =900 ‘900=0Jmnx<0

X—>0— X—O g(O):O
_1im2=%_limo=0
x—=0- ¥ X—>0—
0(0) = lim 39X =9 900 =X kunx>0
+ x—0+ Xx—-0 g(O):()

—im X0 lim1=1

x—=0+ X x—0+

Koska g_'(0) = g,’(0), niin g ei ole derivoituva origossa.
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255.

0, kunx<0 tai x=1
X, kunx>0 tai x=1

tdsmalleen yksi epdjatkuvuuspiste ja ei ole derivaattaa kahdessa
pisteessa.

Esimerkiksi funktiolla f(x) = {

y = f(x)

— ¢
> Y

1° Jatkuvuus

Funktio f on selvasti jatkuva valeilla
J=0,0[, ]0,1[ ja ]1 .
Tutkitaan jatkuvuutta pisteessd x =0

e limf(x)=1im0=0

x—0- x—0-

o limf(x)=Ilimx=0

X—0+ x—0+

o £(0)=0

Koska Iirgl_ f(x)= Iirp f(x)= f(0), niin f on jatkuva myds

pisteessd x =0.
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Tutkitaan jatkuvuutta pisteessa x =1:

20

o Iirq f(x):lin}x:l

e f(1)=0
Koska Iirrll f(x)= f(1), niin f on epéjatkuva pisteessa
X:].. |:|
Derivoituvuus
Piste x=0:
’ i - f(x)=0, k 0
f'(0)= ||mM (X) un x <
X—0- Xx—0 f(O) =0
= IimH: lim0=0
x—=0- X x—0-
’ i - f(x)=x, kunx>0, x=1
f."(0) = lim M (X) > +
x—0+ Xx—-0 f(O) =0

T

x=0+ X x—0+
Koska f'(0) = f/(0), niin f ei ole derivoituva pisteessa
x=0.
Piste x=1:

Koska f on epgjatkuva pisteesséd x =1, niin f eiole
derivoituva pisteessa x=0.
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256.

Osoitetaan, ettd ehdon (1) tayttava funktio on kasvava.
Olkoon x > y. Téalléin f(x)— f(y)>x—-y>0, joten
f(x)> f(y),eli f on (aidosti) kasvava.

Koska f on derivoituva, niin

0= lim O g - ()2 x-y
> Jim X=X g
h—0+ h

eli '(x)>1 kaikilla x R

X, x<1

Pyydetyksi esimerkkifunktioksi kay f(x)=
2X, X=1.
Osoitetaan, ettd ehto (1) on voimassa:
1.Jos x,y<1, x>y, niin f(x)—f(y)=x—-y=>x-y.

2.Jos x>1ja y<1, x>y, niin
f(X)-f(y)=2x—-y>x-y.

3.Jos x,y>1, x>y, niin

f(X)—f(y)=2x-2y=2(x—-y)=>x-Y.

>0
Lisdksi f on epéjatkuva, silla Iirﬂ f(x)= Iinlw_x:l;tZ: f).

tehtévien ratkaisut e sivu 39 e péivitetty 15.12.2007

257.

0<ax<?2
f (a) on funktion g(x) = x> —2ax pienin arvo vililla 1< x<4.

Funktion g kuvaaja on yléspéain aukeava paraabeli, jonka
nollakohdat ovat x* +2ax=0< x(x—2a)=0<> x=0tai x=2a

Tall6in paraabelin huippu on kohdassa x, = 0+2a =a

1) Jos 0<a<1, niin huipun x-koordinaatti ei ole valilla [1,4].
Funktio g on vélill4 [1,4] aidosti kasvava ja ndin ollen sen
pienin arvo talla valillaon g(1) =1 -2a-1=1-2a.
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2) Jos 1<a <2, niin huipun x-koordinaatti on valilla [1,4] ja
funktion g pienin arvo valilla [1,4] on
9(%,) = g(a) =a’ ~2a-a =&’

= o
(Q -
?_) = -
x4
>\

1-2a, 0<axl

Siis f(a)z{_a2 l<a<?

)1/ y = f(a)

QY
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Funktion f derivaatta, kun a=1ljaa=2,o0n

-2, 0O<axl
f'(a)=
-2a, l<a<?

Nain ollen f’(gj =-2.—=-3.

Tutkitaan, onko f :11a derivaattaa myds valin |0, 2[ pisteessa
a=1:

£7(1) = lim f(a)- () ‘ f(a)=1-2a, kuna<1

=t a-1 f(1)=-12=-1
im 222 i 2@ i oy- 2
a—l- a-1 a>0- g-—1 a—0-

£ /(1) = lim f(a)- f () ‘ f(a)=-a% kuna>1

sl g-1 fl)=-1

2 2
jim ~2 =D _ jjy @ D)y (@)@ -]
a1+ a-1 a-l+ g-—1 a1+ a-1
=lim(-a-1)=-2

a—l+

Koska f '(1)=f,'(1), niin f:Il4 on derivaatta myds vélin 0, 2|
pisteessd a=1.



Pyramidi 13 e Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi e tehtdvien ratkaisut e sivu4l e péivitetty 15.12.2007

258. ¥
y = gx)

f:njaksoon2eli f(x+2)= f(x) kaikillaxeR 1+

1+ X, kun =1<x<0 1 X

f(x)=

1-x, kun 0<x<1
Funktion f jakso on 2, joten sen kuvaaja toistuu samanlaisena Fu_nktic_) g el sii;mybskéén ole derivoituva kohdissa
kuin mité se on valilla [-1, 1], koska vélin [-1, 1] pituus on 2. X=N,jossanes.

Koska h(x) = f(x)+ f(x+1) = f(x)+g(x), niin h(x) =1 kaikilla
Y4 XxeR:
y = f(x)

WM f(X):{ii:((s -1<x<0 ja g(x):{—x, kun —=1<x<0

0<x<1 X, kun 0<x<1

(1+x)+(=x), -1<x<0
h(x) =
Selvasti funktio f ei ole derivoituva kohdissa x =n, jossa neZ, (1-x)+X, 0<xs1

koska néissa pisteissé kuvaajalla ei ole tangenttia ( toispuoliset {1, kun —-1<x<0

derivaatat —1 ja 1 eli erisuuret). = =1, kun -1<x<1

1, kun 0<x<1

Koska g(x) = f(x+1), niin funktion g kuvaaja saadaan

. . . : Funktion h jakso on 2, joten h(x) =1 kaikilla xeR.
siirtamall& funktion f kuvaaja yhdella yksikoll&d vasemmalle:

YA
1 1), kun —1<x+1<0 = h(x)
000 = f(x+1)= +(x+1), ku X + 1 y
1-(x+1), kun 0<x+1<1 *
B X+2, kun —2<x<-1 1 X
C]=x, kun -1<x<0

Funktio h on vakiofunktiona derivoituva kaikkialla.




Pyramidi 13 e Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi e tehtdvien ratkaisut e sivu42 e péivitetty 15.12.2007

259 1) Jatkuvuus kohdassa x =1
Koska
1-x%, x<1
f(x)= . . 1, 1 2
4x+2, x>1 ImF(x)=lim| x—=x"+C |=1-=+C=C+—
X—1- x—1- 3 3 3
Funktio f ei ole jatkuva kohdassa x =1, koska lim F(x) = Iirp(2x2 +2X+D)=2+2+D=D+4
lim f(x)=lim(1-x*)=1-1=0
X—1- ( ) x—>l—( ) F(]_):l_1+C:C+g
lim f(x)=lim(4x+2)=4+2=6=0 3 3
f(1)=1-1=0 Saadaan yhtalo
Funktiolla f ei siis valttamatta ole integraalifunktiota. C +g D44
Oletetaan, ettd funktiolla f on integraalifunktio F. 1
D=C-3=
1, 3
s Len e 2 X-=x"+C, x<1 1
Tallgin valttamatta F(x) = 23 X—=x*+C, x<1
2X°+2x+D,x>1 Talloin F(x) =

1
2
koska selvasti F'(x) = f(x), kun x =1. 2X°+2x+C =32, x>1

Jotta funktiolla f olisi integraalifunktio F, pitaisi 2) F'(D)=1()

1) funktion F olla jatkuva my0s kohdassa x =1

2) F'()="f(@) F'(Q) = IirpL_f(l) x <1, joten F(x):x—%x3+c
X—1- X —
x—1x3+C—(1—1+Cj x—Lys_2
= lim = lim—3 3

x—1— X—-1 x—1- X—-1
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Jaetaan murtolauseke jakokulmassa. Vastaavasti saadaan
1, 1 2 :
T2 x4+ Z x>1, joten
37 3 3 1 - 1im F ) —FQ)
F/(1)=Ilim ) 1
3 3 . .
+1x3<¢)1x 2x2+2x+C—3—(1—+Cj
D37 M3 _ lim S\ 3
1 5 X—1+ X—=1
— =X+ X=3 _lim 2X° +2x—4 2x° +2x-4=0
1, 1 -k x—1 x=1 tai x=-2
3 3 — lim (X_ )(X+ )
2 2 X—>1+ X—=1
3573 = lim2(x+2) =6
T EX =+ E
3773 Koska F'(1) = F/(1), funktio f ei ole derivoituva kohdassa
0 x =1, joten funktiolla f ei ole integraalifunktiota.
Siis Vastaus Eiole.
1, 2
X—=X" ==
F'(1) = lim—2 3
X—1- X—=1
. ( 1, 2)
=lim| —=X"—=x+—
X—1- 3 3
1 1 2




Pyramidi 13 e Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi e tehtdvien ratkaisut e sivu44 e péivitetty 15.12.2007

260 Saadaan yhtalo
- - - - - - - _1+ D = C
Avoimella valilla maaritellyn funktion f integraalifunktiolla F D_C4+1
tarkoitetaan funktiota, joka toteuttaa ehdon F'(x) = f(x) vélin B
jokaisessa pisteessa eli F'=f . Funktion f integraalifunktio on siis
Funktio f on jatkuva, joten silld on integraalifunktio. Funktiota F(x) = —x*—x+C, kun x<-1
f:R—>R, f(x)=Ix+1-x eivoida integroida suoraan, joten se " Ix+1+4C,  kun x>-1
esitetddn paloittain maaritellyssd muodossa.
Itseisarvolausekkeen nollakohta on x =-1. TallGin _ 1 kun x>0 _ o
Funktio g(x) = ei ole jatkuva, joten silla ei
£ix) = —X-1-x, kun x<-1 0, kun x<0
()= X+1-x, kun x>-1 valttdmatta ole integraalifunktiota.
_|=2x-1,  kun x<-1 Oletetaan, ettd funktiolla g on integraalifunktio G.
g kun x>-1 Tallgin
Funktion F integraalifunktiot ovat G(x) o)X FC kun x=0
D, kun x<O0

—x?—x+C, kun x<-1

x+D. kun x> —1 koska selvasti G'(x) = g(x), kun x=0.

F(x)= {
Koska funktio F on derivoituva, se on myds jatkuva. Jotta funktiolla g olisi integraalifunktio G, pitéisi
1) funktion G olla jatkuva myds kohdassa x =0

Funktion F jatkuvuus kohdassa x = —1: )
2) G'(0)=9(0)

lim F(x)= lim (-x*=x+C)=~(-1)° = (-1) +C =C

X—>-1-
lim F(x)= lim (x+D)=-1+D

F(-1)=-1+D
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1° | Jatkuvuus kohdassa x = 0.

Koska
lim (9 = i D =0
XIi%rglG(x) :XILr(ﬂ(x+C) =0+C=C
G(0)=C

Xx+C, kun x>0

saadaan D =C. Talloin G(x) =
C, kun x <0

2° | G'(0)=g(0)

— x <0, joten G(x)=C
&' (0) = lim S =6 J (%)
x-0-  X—0 G(0)=C
= lim—=1im0=0
x—0— X Xx—>0—
- 0, joten G(x)=x+C
G/(0) = lim EX=G@  |x>0,] (X)=x+
X—0+ Xx—0 G(O):C
—im E*FO)=C _im1o1
X—0+ X x—0+

Koska G’ (0) =G/ (0), funktio G ei ole derivoituva kohdassa
x =0, joten funktiolla g ei ole integraalifunktiota.

tehtavien ratkaisut
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