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304.

Osoitetaan, ettd funktio f :R — R, f(Xx)=X—2sinX toteuttaa
vaaditut ehdot.

lim(X —2sin X) = o, koska limx=o ja —1<sinx<1.

X—>00 X—>0

Olkoon [a, oo [ mielivaltainen vili.

Télloin luvut X, =0+n-27 ja X, = % +n-27 kuuluvat vélille

[a, o[ jollakin neZ .

Saadaan

f(X,)=X —2sinX, |sin(ar+n-27) =sina
=X, —2sin0 |sin0=0
=X, =Nn-2x

f(X,)=X, —2sinX, |sin(a¢+n-27)=sina
=X, ~2sinZ sinZ =1

2

=X,—2

=§—2+n2ﬁz—Q4+nQﬁ

Siis X, <X, ja f(x)> f(X,), joten funktio f ei ole kasvava.
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Graafinen tarkistus:
y \
y = X-2sinx
41
/> 5 X

305.

Funktio f on polynomifunktiona jatkuva ja derivoituva.
f'(X)=3x>+6X+3=3(X"+2Xx+1)=3(x+1)>>0

kaikilla x € R ja yhtdsuuruus on voimassa vain yksittdisessa
kohdassa x =—1, joten f on aidosti kasvava. ]

Aidosti kasvavalla funktiolla f on kdanteisfunktio.
Funktion f arvojoukko (eli funktion f~' madrittelyjoukko):
e f onjatkuva
o limf(x)= 121;()(3 +3x> +3x-7)

=lim X’ (1+§+i—lj

X—0 2 3

X X X
=0-(1+0+0-0)=00
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e lim f(X)=lim (X’ +3%x*+3x—7)

X—>—00 X—>—00
i 3 3 7
= lim X3(1+—+—2——3 =—00
X—>—00 X X X

joten A, =M =]—o, o[ =R
Maaritetdan kaanteisfunktion lauseke ratkaisemalla X:n suhteen
yhtdlo y = f(X):

y=x"+3%x>+3x-7

y =X +3x"+3x+1-8

y=(x+1)>-8
X+1=3/y+8
X=3/y+8-1

Siis f'(y)=3/y+8 -1, joten kidnteisfunktio on
fRo>R, f'(x)=3x+8-1.

306.
f(x)=2-/x-1

Funktio f on maaritelty, kun Xx—1>0 eli x>1.
Funktion médrittelyjoukko on siis M, =[1, oof .

Funktio f on aidosti vdhenevé, joten silld on kédédnteisfunktio.

Funktion f suurin arvo on f(1)=2 ja pieninti arvoa ei ole,
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joten A; =]-oo, 2],

Ratkaistaan yhtdlo y = f(X) muuttujan X suhteen.

y=2-+x-1

Vx-1= (@}

2-y

——

>0
X—1=4—-4y+y’

X=Yy> —4y+5

Funktion f kdéanteisfunktio on siis
f(y)=y* —4y+5, y<2eli
f'(X)=x>—4x+5, x<2

Funktion f'(X)=x*—-4x+5, Xx<2 kuvaaja on osa yldspiin
aukeavasta paraabelista, jonka huippu on kohdassa

_b_ 4
2a 21

X

Funktio f on aidosti vihenevi, joten myds funktio f~' on aidosti

vihenevi. Sen pienin arvo on f ~'(2) =1 ja suurinta arvoa ei ole.
Siis M., =]-o,2]ja A =[1, oo .

Piirretddn funktioiden f ja f ' kuvaajat:
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\ky

f(x)

<
Il

Vastaus ™' :]-o0, 2] > [l 0, f7'(X)=%x>—4x+5

307.

Raja-arvoa ja daretontd koskevien laskusdintdjen mukaan

liml—XEIR”l— ! =0
x>-oX lim X —oo O

Tapa 2

Olkoon x <—1 ja olkoon n luvun X kokonaisosassa olevien
numeroiden lukumadrd (esimerkiksi jos X =—-2001,010358 niin
n=4).
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Talloin
f(x)= l, X <0, on aidosti
X

x <-10"" vihenevi, joten
—— (R

<0 <0 suuruusjarjestys vaihtuu

F(X)> f(=10"")

1 1

—2

X —10""

1 >-0,00...01

X —

n-1 kpl
—0,00...01Sl l<0
n-1 kpl

-0,00...01 £l<0
H_/

X
n-1 kpl

Luku — on siis negatiivinen ja sen desimaali-kehitelmén alussa on
X

ainakin n—1 nollaa. Kun X pienenee rajatta, niin n kasvaa rajatta

ja sitd enemmain nollia on luvun — desimaalikehitelmén alussa eli
X

sitd lahempéna nollaa on luku l
X

U
Sits lim _:O‘D

X—)—oox
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308.
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3 1 1 1 _l_
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309.
1 1
X(2—j 2=
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2 2
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310.

. 2XT=Tx+1
a) lim ———
x> -0 4X° —2X

7%’ +6X—4
b) lim ———
) Jim, 2%+ Xx*
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311. 312.
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314.
a) lim———
; X Jab =+/avb
=11mm
X—>00 2 _
X 3+x22j \/a__\a\
=lim || =x, kun x>0
X 3+%
X
=]lim——=1im !

b) Iim ——

> Ix? +1

= lim

X—> — ®©

= lim
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315.
a) lim —=%
o X 4+ X
i 2X Jab =+avb
=lim ———
X—0 2 —_
x2(1+ 0 Va' =[a|
X
=lim 2X 1 || =x, kun x>0
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X
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b) lim

X—0

2%+ x2
3

I
0 (2+4) ab - Y23
W

=lim
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S

— lim X =0
X—>00 3 X o0
22X+ X
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1
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316.
x2) 1
CoxPa3 o 2T s
a) lim =lim = -
x—0 2X 2 x—0 2 x—0 2 2
X2
b) lim o —4
X— — ®© X 2X
X\2 X\2 X X X X
e G=@) L (293 -2

X—> — o0 3X_2X X—> — o0 3X_2X
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X— —

317.
X 2\ X 2\ X
x—o X X—> — o0 3 X

=lim (1+ij:1+i:1+0:1

X—0 ex o0

X

e"+1

X

lim a* =0, kuna>1

X—> — ®©

lim

X—> —® e

Koska lim (" +1)=0+1=1%#0 ja lim e" =0, sekd
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b)

et +1
— >0 kun X — —oo (" >0),
e
- L |
niin lIim =00

X— — © e

2x_
1ime ” 1—hm(e ——):oo—i:oo—():oo

X—>00 e X—>0

e™ —1

X

lim

X— — ®© e

Koska lim (e**

X—>—0o0

—1)=0-1=-1%#0ja lime* =0, niin

X—>—0o0
2X

-1
— merkkid, kun X — —o0.
e

tutkitaan lausekkeen

Koska lim e** =0, on osoittaja e** —1 negatiivinen pienilld

X— —©
muuttujan X arvoilla. Lisdksi nimittdja e* >0 aina, joten
2x
e —_

— < 0 pienilld muuttujan X arvoilla.
€

Talloin lim

X>-o @

Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi
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318.

2
lim ) (x — X% +3x +2) = lim (X_+3x+2)
X= X2 y b AIXP+3X+2
-3x-2

X (—3 - 2j
Mim ~lim X

X—»00 2 X—>0
X+VX>+3X+2 x+\/x2(1+3+22j
X X

2 3_3
=1lim —hm
X—00 3 X—0
X +|x| / 1+= +— x+x/ 143 +—
X
=lim _3_; 30
14 (1+ 2] 1+(1+0+0)
X X
__ 341
2 2
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319.

Jni1 + )
a) lim

nN—o0

1
Jn+1-vn

o neiedh
" (1) -y

Ny

n+1-n

zlim(\/n+1+\/ﬁ):oo+oo:oo
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nN—oo

Jni1 ++n)
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i N D ()’
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) n+1-n
=lim

e Jn+l+n

nN—o0

= lim 1 =0

“%Mn++J__w
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1
320. :/( 2 Eii-—l(nx+uj
0 n n
x> n(x +1j :(l_l n+1 In(n 1)) ( ()_l() n+1
f (x) =lim f,(x) =lim XA ) 2 n noon
X n%n(x+1) 11 n+1
" 2 n’
X2+l X*+0 x°
'ﬂ§3X+P::x+o:7?:X’O<XS1 ggyn=§g nel j

n
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1 (”+D ( 1mn+nj
1 2
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1 1 2 n — -
In:jfn(x)dx:jnx 1 x nx+1> x> +1 =50 0=7
0 o Nx+1
FNX” £ X
- 321.
+X+l i ) 1
= lim ( —T)me y= -
1+— c
n
1 v
1 1+— 1 1— 1_(j
1 I n+l 1
= || x—=+ dx= || x——+—— dx 1 2 1 T > C
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322.

1 9x 1 3x
b) lim (1——) = lim (1——)
X—>—00 3X X—>—00 3X
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323. 324,
2 _l ) 1 X
7X 12 a) lim
a) lim(1+ij =lim (1+i) oo %2 _ 4 —JAx® +3
X—>00 2X X—>00 2X
N ) Jab = ab
1Y 2 1Y = lim
= lm|1+— Im|1+— | =e X—>0
S T T e
X X
_% 1
== . X
e =lim ‘|X|:x, kunx >0
Xl 1= [l a2
| NG 2 X X
b) lim(1+—j =lim (1+—j
X—>0 \/; X%oo[ \/; — lim X
KT Jx x‘/1—4—x‘/4+3
. 1 ) 1 2 X2
= lim | 1+— lim|l+—| =e
JXx—>0 X X —>00 \/; «
5 =lim 7 S
=C X—>00
lex\/“x]
=lim ! = ! 1 1
o |4 3 J1-44 -1
l—— — 4+
X X
b) lim J1=2X ++/1-x
oo X2 — 4 —J4x2 +3
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 lim J‘X(‘i”)*J‘X(‘i“] \/_bo Javb
T
J_x\/:”_xJ‘T+ [IxI=x, kunx <0

x| 1———|x| 4+—2

)

XHw—x\/:—( X) 4+X—

s (=)

SE=

e —x(\/2—+\/1—J

X_)OO—X\/_(\/I—;—\/4+X2J
s I

= lim = =0

o)

= 11m
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325.

2
MH) (\/X2+1) —X2

lim (Jx2+1—x):hm

X—>0 X—>00 ,X2+1+X

:limLszlim( ! J: 1 =0
e\ S+ 14x) 2\ +14x) ot D
Tutkitaan kaksoisepayhtlod 0<v/x2 +1-x <107,

1) Vasen puoli

VX2 +1-x=

2) Oikea puoli

VX2 +1-x<107
X+l <x+10° [()
>0 =0
XX +1<x>24+2:107 - x+(107)
X*+1<x*+0,002x+10°
0,002x>1-10"°
1-107°
>
0,002

>( aina, kun x>1.

1
VX2 +1+X

=499,9995

Siis luvuksi h voidaan valita mikéd tahansa reaaliluku, jolle
h>499,9995, esimerkiksi h =500.
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326.
Raja-arvo IimM =lim

funktio f(x)=

1

t .
t_mt£3—1) t—>w3_}

t t

toe 3t—1 -0
2x+1 2
3x-1 3
TAllSin 1:,(X):D(Zx+1_gj:2-(3x—1)—3-2(2x+1)_0
3x-1 3 (3x-1)
_6x-2-6x-3 -5
(3x—1)° (3x—1)°

2(2X+1_gjdxzj(3(2x+1) ~ 2(3x—1)jdx:
3x-1 3 3B8x-1) 3(3x-1)

1

1

2 2
dx:j 5 dx:S-Ej 1 -9dx
19X =3 9:9x-3

5 5
== [In|9x-3==(In|9-2-3 - 1Inl|9-1-3|
fobc-a-3 )

E(In15—ln6):§lnE:§InE
9 9 6 9 2
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327.

4 r
Piirretdén tilanteesta tasokuvio. Kolmion sisaan piirretyn ympyrén
keskipiste on yht&d kaukana kolmion kyljistd, joten keskipiste
sijaitsee kulmanpuolittajien leikkauspisteessa.
kolmion kylki saadaan Pythagoraan lauseella:

s’=r’+h? < s=+r*+h?

Suorakulmaisista kolmioista saadaan

. r R . . :
sina=—=——, josta voidaan ratkaista R:
s h-R

hr—rR =sR
hr=(s+r)R
_hr hr

S+r  JrP+h® +r

R




Pyramidi 13 e Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi e tehtdvien ratkaisut e sivu62 e piivitetty 2.11.2009

Raja-arvot: 328.
limR = lim—"_ —[im hr )
h—o h—)oor_l_ [r2+h2 h—o0 , r2 a) hm ax +bX—3:4
r+,|h h—2+1 x>o X2 —1
xz(a+b 3)
hr h>0 hr 2 _ V)
:%132 : :%Lnf.l 2 lim & ngx 3:1im X 1x
r+1hl (;2+1J r+h r2+1J - xz(l—xzj
hr r b 3
}11—{2 rz %l—{gr r2 =1lim X 1X2 _a+0_0:
hf —+.[| 5 +1 —+. || 5 +1 X 1-0
h (hz j h Ehz j -7
r
— :r .o _ .
044011 Siis a=4jabeR.
2
limR = lim— " —jim "I b) lim & HPX=3_,
r—o r—>oor+ r2+h2 r—o h2 X—>00 X+1
r+ r2(1+J
r? 2( b 3)
5 B Xla+———
| hr 0 hr lim X X3 X _X
=lim = lim oo X+1 X 1
r—o h2 r—o h2 Xl 1+ —
r+lrl, || 1+= r+r | 1+— X
r r b 3
X|a+———
= lim h = h :D —hm( X Xz)
h—o0 2 1+V1+0 2 X0 1+l
rl+ 1+r—2 X
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Koska lim(1+ l) =1+0=1 saadaan yhtilo
X

X—0

limax=-o, kuna<0

X—00

1imx(a+9—%j:4
x>0 X X

limax=0 ,kuna=0

X—0

lim(ax+b——) =4

X—0

limax+b-0=4

X—0

limax=c ,kuna>0

X—0

Saadaan a=0jab=4

Vastaus a)a=4,beR b)a=0,b=4
329.
kx*> —(k +3)x—6k =0 k=0

X:(k+3)i\/(k+3)2—4-k-(—6k)
2k

o k32K 16k +9+ 24k
- 2k

L k+32325K +6k+9
- 2k
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a) k—ooo:
6 9
k+3+, [k*| 25+ -+
. k+3+25K2+6k+9 \/ ( k kZJ
lim =lim
k—o0 2k k—0 2k

=lim

k—>00

=lim

k—>00

k+3i\k\‘/25+6+92 k+3J_rk‘/25+6+92
k k k k
2k 2k

B k—o0 2k

B 1+0++25+0+0 1£5

2 2

Toinen juuri ldhestyy arvoa HTS =3 ja toinen ldhestyy arvoa

1-5
2

-2
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b) k ——oo
4 2
lim K+3+v25k% +6k +9 |a-kohta
> o0 2k
3 6 9
. AP e 14044254040 15
k— — oo 2 2 2

o 1+5 L
Toinen juuri l1dhestyy arvoa BN =3 ja toinen arvoa

1-5
2

-2

Vastaus Juuret ldhestyvit arvoja 3 ja —2.

330.

Funktio f on derivoituva ja

a(cx+d)—c(ax+hb)

Foo= (cx+d)?
_acx+ad —acx—ch
T (ex+d)?
ad —bc ad =bc eli
:(cx+d)2 ad -bc=0

=0
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Funktio f on médritelty kun cx+d #0 eli x=# _d . Koska
C

derivaatta on nolla kaikilla xe M, niin f on vakio kaikilla

X < _d ja kaikilla x > —9.

C C
Koska lisédksi
X a+b b
: . ax+b . X . a+X a+0 a
lim f (X) =1lim :hm—d =lim 9= =—
- ~= CX +d %x(c+j ., 4 c+0 ¢
X X
ja
a+—
lim f(x) = lim X2 _ i —x _2+0_2
X—>—00 x—>-0 CX + d X_FOOC—}—Q c+0 ¢
X

niin funktio f on vakio koko maéérittelyjoukossaan R \ {——

O |
—
L]

Vakioarvo on f(X)= a (: EJ
c d
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e tehtivien ratkaisut e sivu65 e

paivitetty 2.11.2009
Toinen tapa: 331
Jakamalla jakokulmassa saadaan
a
C

HaXFH—
C
p_2d
¢ Etdisyydelld d ndkyy keskuskulmaa « vastaava pallokalotti, jonka
korkeudelle saadaan yhtalo
ad=bc eli 222 jotenb-29 _p-Pd_p_p_o Y
c d d
.. ceee . . cosa——r ——r_h = r =r-h <
eli jakojddnnos on nolla, joten ];lko menee tasan. r+d [ r+d
Siis funktio f saa vakioarvon — kaikilla xe M. her r*  r(r+d)-r* rd
C = _ = =
r+d r+d r+d
Vakioarvo on f(x)= E. (: b ad =bc < a_ E] Alojen suhde on
d ¢ rd
p(r’ d) _ A<al0tti _ 2nrh _i_ r+d

Ao 4mr’ 2r  2r

d 4 o0v, 2 30

= = : o=——%
2(r+d) 2(r+d) r+d
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lim p(r, d) = lim S0d %j 332.
d—a0 doo\ r+d
2
50d P 100 (i(— ><)12
=lim| ——— %
d—ow r
d(dﬂj X f(x) X f(x)
0,9 -19 1,1 21
50 0,994 -332 1,004 501
— 14 0
- }fi?o o 7 0,999 991 |-222221 1,000 009 [222223
—+
d
50 IImeisesti lim f(X) =—o0 ja lim f(X)=c0.
= % =50 % X—>1- X—1+
0+1
X
. b) f(x)= 5
0(6370, 500) = —2200 o/ 5 60, (1=%)
6370+500
X F(x) X F(x)
Vastaus p(r,d)zﬂ %, lim p(r, d)=50 % 0,9 90 11 110
r+d i . 0,997 110 777 1,004 62 750
500 km korkeudesta nikyy 3,6 % maapallon pinnasta.
0,999 2 1561 250 1,000 02 2,5-10°
[Imeisesti lir{l f(x)=o ja 1ir¥1 f(X)=o0 eli 1ir111 f(X)=c0.
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333.

a) lim l:—oo,koska
Xx=>0- X

liml=1#0 ja lim x=0 sekd l<0, kunx - 0—.
X

X—0— X—0—

Tapa 2

Olkoon —-1<x<0.

Olkoon n luvun X desimaalikehitelméan alussa olevien
nollien lukumaééara (esimerkiksi jos X =—-0,000010258 niin

n=>5).
Talloin
“ 1 f(x)= ! aidosti viahenevi, kun X <0,
> — X
0 &2 joten suuruusjirjestys vaihtuu
<0
1
f(x)<f| -
( ) ( 10[1—1 j
Lo jom
X
1
—<-100...0
X n—1 kpl

| :
Kun lausekkeen — nimittéjd l&hestyy nollaa vasemmalta eli
X

tehtavien ratkaisut e

b

sivu 67 e péivitetty 2.11.2009

n kasvaa rajatta, niin osamdird — pienenee rajatta eli
X
) 1
lim —=-o0.
X—0— X
. 2—X
) lim >
X—5 (X — 5)

Osoittajan raja-arvo on 1i1151 (2-x)=2-5=-3=#0

ja nimittdjén raja-arvo on lirrsl(x ~5)" =0
X—>

seka =<0, kunx — 5.

(X=35)

Siis lim———— =
X—>5 (X—S)

334.

a) g(x)=

9x* -4
3x* —2X

. 9x*—4 9-4
lim > = =5
x>l 3" —-2x  3-2
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2_
b) lim—x %
H§3x —2X
32+2
:lim(3x+2)(3x—2):hm3x+2: 3 :4-2:6
x—% X(3X—2) X_% X % 2
3
2
¢ lim X4

x>0-  3x? —2X

Koska lirg1(9x2 -4)=-4%0 ja 1ir£1(3x2 —-2X)=0, niin
2

u merkkia kohdan 0

3x? —2X

(vasemmanpuolisessa) aidossa ymparistossa.

tutkitaan lausekkeen

Osoittajan nollakohdat

9%*> —4=0
=2
9

e

3

Nimittdjdn nollakohdat

3x* =2x=0
X(3x—-2)=0
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d)

Xx=0 tai 3x—-2=0

2
X==
3

9x* —4 + —
3x* —2x + +

osamaara + —

<Y

I
3

2_
Siis lim —x =
x=0- 3X° —2X

W | N

— Q0

Tapa 2
x> —4
x>0~ 3x% —2X
(3x+2)(3x-2) .. 3x+2
= lim = lim =
X—>0- x(3x=2) X—0- X

Koska lim (3x+2) =220 ja lim x=0

X—0— X—0-

3X+2
X

sekd <0,kun x—>0-.

. Ox* —4
lim

———— = ‘ Katso kohta c tapa 1
=0+ 3 —2X
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Tapa 2

. Ox* -4 . (3x+2)(3x-2) . 3x+2
lim —————=1lm = lim =
x>0+ 3x%Z —2x  x-0+ x(3x=2) X—0— X

Koska lim (3x+2) =2#0 ja lim x=0

X—0+ X—0+
eka (3x+2) >0,kun X > 0+.
X
2
e) lim 9)2—4 ei ole olemassa, koska
x>0 3x7 —2X
2 2
im X% lim 2% "% (ohdatcja d)
x20- 3T —2X x20+ 3x7—2X
335.
2
a) hml—
x>l X2 —2X +1
(¢ =)
Ol (X 1)
= i DD, 2X1
X—1+ (X—l) x->l+ ¥ —1]

Koska lim(—x—-1)=-2#0 ja hm(x 1)=0 seka

X—>1+
—Xx-1
x—1

<0, kunX — 1+, niin
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1-x? . =x-1
llm——hm =—00,
x—>1+X _2x+1 X—>1+ X—l

2
D) tim 3%
x> 3(2X+6)
— tm 2) X(X+3) lim X(2X +6)
>3 (2X+6)° = 32(2X+6)°
= 11m PP
x> 2(2X +6)
Koska 11m3X——3¢0 ja hm 2(2X+6) =0 sekd
%<O, kun X — =3, niin
2(2x+6)
lim XX X
x> 3 (2X+6)° x> 3 2(2X+6)°
3306.
g2
a) hm—x
x>22X — 4%

lim 2+ X)(2—X) im 2+ >2<)(2 —X)
o2 2X*(Xx=2) =2 =2X*(2-X)
) 24X 0
= llm 2 = =
x>2  2X° =8
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—x2 Tapa 2
b) 1im% | a-kohta b 4>
x=2 2X” —4X lim X
24x 4 1 o020 —4x
—lim S A i QE0C=0 L 2402=X)

X—> — 2_—
) S =0 2x3(x=2) 0 =2%7(2-X)

4= —tim 2% - o
O 4 - e
: . . 3 .
Koska lim(4 - x*)=4#0 ja lirr01(2x3 ~4x*)=0, niin koska lim (2+x)=2#0 ja lxlgg(—ZX )=0 sekii
—x2 2+X
tutkitaan lausekkeen 243% merkkid kohdan x=0 Y <0, kunx — 0.
X* —4x

aidossa ymparistossa.

4-x°  (2+x)2-%) _ 2+x)(2-X)
2% —4xr 2x3(x-2)  —2x3(2-X)

24X

ek 0, X#2
2+X - + o0 o+
-2 X2 _ _ : _ : _
osamaara + — i — i —
) 0 2 X
2
) — 2+ X
Siis lim =lim =—o0
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337.

Tutkitaan funktiota

B I 2x"+x"+1
g(X):2X+1+X 2 :2X+1+7=T

Funktio g on maééritelty ja derivoituva kun X #0.

3 J—
g(xy:2—2x3:2—£%:2X3 2
X X
Derivaatan nollakohdat:
g'(x)=0
3 —
2&32:0
2x°=2=0
x> =1
x=1
Funktion g kulkukaavio
-2 - I - +
X’ - o+ +
g | + - |+
g(x) / i ~ |7 -
~1 0 1 3 X

Funktion g pienin arvo on joko ¢g(—1) tai g(1):

g(-1)=2-(-)+1+(=1)*=0 pienin
g)=2-1+1+17=4

tehtdvien ratkaisut e sivu71 e pdivitetty 2.11.2009

Suurimman arvon maarittimiseksi tarkastellaan raja-arvoa
nollassa:
2x7+ X7 +1

. 12 _2 _1:
lxlir(}g(x)—lxlir(}(2x+1+x )—hm >

x—0 X

Koska osoittajan raja-arvo on 1in(}(2 X +X*+1)=1#0 ja

nimittijin raja-arvo on lim x> =0, seki

Xx—0
2% +x2 +1

2

>0 kun X — 0, niin lirrolg(x):+oo.
X X—>

Siis jatkuvan funktion g arvojoukko on A, = [0, 0.
Koska g(x) 20 kaikilla x € M, niin funktio y on jatkuva ja
madritelty, kun Xxe M, elikun -1<x<3, x#0.

Funktion y arvojoukko on myds A; =[0, oo, silld

y(0)=1/9(0) =0 =0 ja
lim y(x) = lim/g(x) = [lim g(x) = Voo = 0.

Vastaus Funktio saa kaikki arvot vililla [0, oo,
kun —1<x<3, x#0
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338.

Toisen asteen yhtilon ax” +2x+1=0,

2442 —4-a-1 _ -2+.\[4(1-a)

lal <1, a0, juuret ovat

X = =
2a 2a
~2+2/l-—a -1+41-a
2a a
1+J1-a “1-1-a
e

Juuret ovat hyvin médriteltyjd, kun |al <1, a =0, silli tilloin
1—a>0. Juurten raja-arvot:

ia
Li-Vica YLdisa i-a-a
’ a a a(-1++1-a)
_ a B |
a(-l+vl—-a) -1++l1-a
Juurella X, ei ole edes epdoleellista raja-arvoa nollassa, silld
lim1=1%0,
lim = iy e "m0

<0, kuina—> 0+

—1+\/1—a

ja
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lim1=1#0,

a—>0-

fim = lim |l T2 =0

>0, kuna—0-

1
—1++/1-a

Juuren X, raja-arvo:

A
T P B T e
lim X, = lim————=1im —_—
a—0 a—0 a a—0 a
I-(1-a) : a
=lim =lim
a0g(-1- \/ ) a0 g(-1-+1-a)
1 1 1
=lim = =——
a0 1 —4/1—-a —1—\/1—0 —-1-1 2

Arvoa a =0 vastaava juuri:
0-X*+2X+1=0

2Xx+1=0
1
X=——
2
~1++J1-a . -1-+v1l-a
Vastaus X, =————— ja X, =
a a

lim X, ei ole olemassa, hm X, =——, joka on my0s

a—0

tapausta a =0 vastaava juuri.
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339.

. 3xt-ax-4 . 3x'-ax—4
lim — S 5 = 1m

x>-a X" —a x>-a(Xx+a)(x—a)

Nimittijén raja-arvo lim (x* —a’)=0.
X—> —-a

Nimittdjin tekijin X +a raja-arvo lim (Xx+a)=0 ja tekijan
X— —a

X —a raja-arvo lim (x—a)=—-a—a=-2a.
X— -a

L . 3x'-ax—4
Siis raja-arvo lim
x>-a(X+a)(x—a)

P(x) =3x* —ax—4 on jaollinen binomilla

on olemassa, jos osoittaja

X+aja—-2a=#0cel P(-a)=0jaa=0.
Tapaus a =0 tutkitaan erikseen.
1) Tapaus P(-a)=0jaa=0:

3a*+a’-4=0 lu=a’
3 +u—-4=0

tehtdvien ratkaisut e sivu73 e pdivitetty 2.11.2009

u_—li\/12—4-3-(—4) 14449 —1+7

2-3 6 6
u=1 tai u=—= lu=a’
3

=1 tai al=—=
3
a==x1 tai eiratkaisua la=0
a=x=l
Kun a=1, niin
. 3P -x—-4 . 3x*-x-4
lim ————=lim——
x>-1 X" —1 x>-L(X+1)(x=1)

3% —3x*+3x—4

x+1>3x4 - x—4
3xF3x°
-3x’ - x—4
+3x° +3x°
3° — x—4
F3x*F3x
—4x -4
+4x+4

0
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.. 3x'—-x-4 3T =3x* +3x—4
Siis Ilm —— = lim
x>-1(X+D)(x=1) x>~ X—1
_3-3-3-4_ 1
-2 2
Kun a=-1, niin
3 +x—-4 . 3x*+x-4
lim > =lim
x>l X" —1 L (X+D(x=1)
3% +3x* + 3x+4
x—1>3ﬁ + X-4
F3x* 3%
3x° + x-4
F3X +3%°
3X* + X —4
F3x* L 3x
4x —4
P x4

0
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Lo 3P+ x—4 3%* +3x* +3x+4
Siis lim——— — =1lim
>L(X+1)(x=1) x>t X+1
—3+3+3+4—6l
2 2

2) Tapaus a=0:

3x* —4

2

lim
X—0 X

Koska lim(3x* —4)=— 40 ja limx*> =0 sekd

X—0 X—0

4
3X 5 4<O, kun X — 0, niin
X
. 3x* -4
lim —=—®
Xx—0 X
o 3x'—ax—-4 1
Vastaus hmé—Tjjr—:Gj kuna=+1,
X— -a X° —a 2

muulloin raja-arvo ei ole olemassa.
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340.

a)

b)

d)

lin(} f(x)=0, koska f(x)=0 aina, kun x#0.

g(x)=0, kun x=0 tai
sinlzo eli l:nTc eli Xzi, neZ, n#0
X X nmn

Kun x €[-0,01, 0,01], niin lS—IOO tai l2100.
X X

Koska —1 <sina <1 aina ja sina saa kaikki arvot vililtd
[—1, 1] esimerkiksi vililld & €[100, 100+ 2x], niin funktio g

saa kaikki arvot vliltd [-1, 1], kun x €[-0,01, 0,01].

0 <lim|h(x)| = lim|xg(x)| = lim Xsinl‘
X—0 X—0 x—0 X

1
Sin—
x—0 X x—0

:lim{|x| }Slim[lxl-l]:hmlxlzo
Xx—0

joten my0s lin(} h(x)=0.
Funktio h on jatkuva origossa, silld
h(0)=0-g(0)=0-0=0 ja 1irr(}h(x) =0

Raja-arvoa lim f (h(x)) ei ole olemassa. Funktio f (h(x))

saa sekd arvon 0 ettd arvon 1 jokaisella vililldi —p<x< p,
vaikka p olisi valittu kuinka pieneksi tahansa. Jos nimittdin
p >0, niin funktiolla g on nollakohtana esimerkiksi

tehtdvien ratkaisut e sivu75 e pdivitetty 2.11.2009

1 ) 1 : 1
X=——,missd 0<—< p eli n,>—, npeZ+.
T

n,m n,m
Talloin
| 1
f{h(—nz f[x-g[—D: f(x-0)=f(0)=1.
n,m n,m
p p
1 1
+
. oo e (Nt Dm .y
Toisaalta, kun esimerkiksi X = —" 5 s = X,, niin

f(h(x))=f(x-9(x))=0,sillig(x )0 ja X #0

341.

1) On oltava

31-e7)>0 < 1-e'>0 < e'<l <

lne*<Inl < —-xlne<0 < x>0

Siis madrittelyjoukko on A=]0, oo.
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2) Funktio f on derivoituva.

1
, 1 . 3e7" o
(X)_3(1—e-X) D[301-e )}_3(1—e*)_1_1
eX
1
= ? :i- e = ! >0
e*—1 e e"-1 e -1
eX
koska x>0 < &>’ < e>1 < e -1>0.

Siis f on aidosti kasvava médrittelyjoukossaan A.

3) 1imf(x)=1irg1n(3(1—e‘x))

= 1im1n(3(1—eixjj =In(3(1-0))=In3
seka
lim f (x)= lim In(3(1-¢™))=—oo, silld

X—>0+

In3((1-e™)) >0+, kunx - 0+.

Siis funktion f arvojoukko on A; = f(A)=]-o0, In3].
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4) Kainteisfunktio f ™' on olemassa, silli f on aidosti kasvava.
Ratkaistaan x yhtéalostd y = f(X):

1n(3(17efx))

y=In(3(1-¢™)) < e'=e o

—X

1
e’ =3(1-¢") < Eeyzl—e &

1 1
—=l-—-¢) o ¢'= &

e 3 3-¢’ < x=h

3—¢’

Siis f~':]-o00, In3[—>]0,0[, f'(X)=In

X

5) B=A = f(A)=]-0,In3[ja f'(B)=A=]0, o]

) (0= =
31-¢) 1-¢”
N 3 1 3
(f )(y)_D1n3_ey_ 035
3—¢’
3-¢’ 0-(3-¢’)+e’-3 3-¢’ 3¢’
T3 (3-¢" 3 (3-¢)
ey
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Vastinpisteessd y = ln(3(1 - e_x)) < el =3(1-¢7),

jolloin
1y R ’ > 3(1-e7)
roxy- (1 _ ¢ e e .
()( )(y) l-e™ 3-¢’ 1-¢e* 3-3(1-¢7)
e 3 B 3e”
I 3-31-¢7) 3(1-(1-¢™))
e—X
= :1
o O
7)
y = f(x)
_/
i X
342.
X -9
f(x)=
(x) 3%x° +1

1) Funktion f mdarittelyjoukko on R.
Funktion kuvaajalla ei siis ole pystysuoria asymptootteja.

tehtdvien ratkaisut e sivu 77 e péivitetty 2.11.2009

2) Muut asymptootit:

9 9
X 1-— _7
.x29.(x2).lx21—01
lim =3 1:113«% " hm I 310 3
X+ x2(3+2j 34— o7
X X
9
S B e R B (R
lim ——= lim = =_
e 3+l ome 134003
X2

Funktion kuvaajalla on vaakasuora

asymptootti y = %

1
Vastaus y= 3

Graafinen tarkistus:

) /
Y= 3+ 1 1 1
y=§
q_______"____:__;:;
2 2 X
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343 2) Muut asymptootit:
: : X : 1
‘ ' lim——=lim———=lim————<
Murtofunktio f(X)=— on madritelty, kun x = £2. xo0 X7 =4 xow 4 X 4
X —4 X 1=— X[ 1-—
X X
1) Pystysuorat asymptootit: __ L1 0
o(1-0) oo
Tapa 1 . X . 1
Koska lim ———= lim =0
x—> -0 X° —4 xe—wx(1_4j
. 1 _ . 2
AR t0=lip e g=o i X
lim f(x) = lim X Siis suora y =0 on asymptootti.
X—2+ X—2+ X2 -4

niin asymptoottina on pystysuora suora X =2. Vastaus  x=-2, x=2, y=0

Koska 344
x1—1>1:r217 f(x):xl—lirzlf X2_4=—OO Ja . X .
Murtofunktio f(X)=—— on maéiritelty, kun x #1.
lim f(x)= lim =+00 x—1

X—>—2+ X—>—2+ )(2 —4

niin asymptoottina on pystysuora suora X =-2. 1) Pystysuorat asymptootit:

Tapa 1
Tapa 2 o
Koska osoittajan raja-arvo lim x =2 #0 ja nimittdjén raja- oska )
arvo lim (x> —4) =0., niin pystysuorina asymptootteina ovat lim FO0= lim PR

suorat X =12 lim f(x):hmizﬁn

X—1+ x>+ X —1
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niin kuvaajan asymptoottina on pystysuora suora X =1.

Tapa 2

Koska osoittajan raja-arvo on 1ir111 X =10 ja nimittdjin raja-
X—>

arvo lim(X—1) =0, niin asymptoottina on pystysuora suora

x—1

Xx=1
2) Muut asymptootit:

lim Lzlim%zlim %:Lzl

x—0 X —1]1 X_)OOX(]—) X—>00 -2 1=-0

X X
lim — = fim —— =1
x> -0 X —1] x—>—ool_l 1=0
X

Siis vaakasuora suora Yy =1 on asymptootti.
Vastaus x=1,y=1
Graafinen tarkistus:

y y
V= x—1
y=1

tehtavien ratkaisut e
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345.

Murtofunktio f(x)=

1)

2)

X+ X +2

5 on madritelty, kun x#0.
X

Pystysuorat asymptootit:

Tapal
Koska
XX 42
hm—2 =0
X—0 X

niin asymptoottina on pystysuora suora X =0.

Tapa 2

Koska lim(x’ + x> +2)=2#0 ja lim x> = 0, niin pystysuorana

x—0 x—0

asymptoottina on X=0.

Muut asymptootit:

Osoittajan asteluku on suurempi kuin nimittéjin, joten
suoritetaan jakolasku

f(X)—X5+—X2+2—X_5+X_2+£— X
X’ x> X X X
Funktion f arvot lihestyvit polynomifunktion g(x)= x> +1

arvoja, kun X kasvaa tai pienenee rajatta, silld
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hm ( f(X)—g(x)) = lim iz0

X—>o00 X

Siis kdiyrd y = X’ +1 on funktion f kuvaajan asymptootti.

Vastaus x=0 ja y=x"+1

Graafinen tarkistus:

Y
5 2 ?
y — X + ))((2 Tr
2 X

346.
2

Murtofunktio g(X) = 3X 32X = XGX 32) on méidritelty, kun
X— X—

X#3.

1) Pystysuorat asymptootit:
Koska

tehtavien ratkaisut e sivu 80 e

piivitetty 2.11.2009

11m g(X)—hmM - ja
>3- X =13
. X(3x=2)
im0 = lim = ===

niin kuvaajan asymptoottina on pystysuora suora X =3.

2) Muut asymptootit:

Osoittajan asteluku on suurempi kuin nimittdjén, joten

suoritetaan jakolasku.
3X+7
x—3> 3X* —2X
& 3x* £9x
TX
FTXxE21
21
Sﬁsg(x):§51:25<:3x+7+~£§—.
X—3 X—3

Funktion g arvot ldhestyvit polynomifunktion h(x)=3x+7
arvoja, kun X kasvaa tai pienenee rajatta, silld

hm (g(x) h(x)) = hrP X2—13 =0

Siis suora Yy =3X+ 7 on kuvaajan asymptootti.



Pyramidi 13 e Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi

3) Funktion nollakohdat:
3x*=2X%

X—3
3> =2x=0
x(3x=2)=0

0

Xx=0 tai x:g
3

Kuvaajan pisteitd ovat (0, 0) ja (%,Oj.

4) Kulkukaavio ja aariarvopisteet:

) X#3
3X° —2X
X—73 D—
g

9(x) =

(6x—2)-(x—3)—1-(3x* —2x)

f f'-g-g'-f

2

9

90 = 3

_6X7 —18X—2X+6—3X> +2X

(x=3)°
_3x°—18x+6

(x=3)

, X#3

tehtdvien ratkaisut e sivu 81 e pdivitetty 2.11.2009

Derivaatan nollakohdat:

3x2—18x+6:O
(x=3)

3x* —18Xx+6=0 -3
X>—6X+2=0

X_6i\/(—6)2—4-1-2 64128
- 21 2

_|_
6_§ﬁ:3i\ﬁ

Kulkukaavio
3 —18x+6  + - 1 - +
(x-3)° + + 1+ +
9'(x) e
9x) T | T~ T~ "
3-V7 3 3447
Jatkuvalla funktiolla g on kulkukaavion perusteella maksimi ja
minimi.
f(3-/7)~0,1 Maksimipiste ( 0,4 ; 0,1)
f(3+7)~32 Minimipiste ( 5,6 ; 32)
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5) Muutamia kayran pisteita:

3x% —2X
X =— (XY
X—3
—6 | —13,3 (—6,-13)
-3 ~55 (—3:;-5,5)
2 |-8 (2,-9)
4 |40 (4, 40)
9 37,5 (9;37,5)
yrA oo
_ 3x%-2x i
y_ X—3 : ////
5 x
i x=3

Vastaus Asymptootit ovat X=3 ja y=3X+7.

tehtdvien ratkaisut e sivu 82 e pdivitetty 2.11.2009

347.

X#=+1

a) f(x)=

>

x*—1

1) Pystysuorat asymptootit:

Tapa 1
Koska
. . X .
pp 0= = i
= e =
niin pystysuora asymptootti on X =1.
Koska
X1—1>1—T11— f (X) - x1—1>1;r11— )(2 -1 -l
lim f(x)= lim = 400

X—>—1+ X—>—1+ X2 —1

niin pystysuora asymptootti on X =—1.

Tapa 2
Koska

1in11X:1¢0ja lirrll(x2 -1)=0
sekd
lim X=—-1#0 ja liml(x2 -1)=0

Xx— —1

niin suorat X = £1 ovat kuvaajan asymptootteja.
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2) Muut asymptootit:

Koska

1

lim = lim = lim

niin suora Y =0 on asymptootti.

Vastaus x==x1, y=0

b) f<x>=42X :

, X#12

1) Pystysuorat asymptootit:

Tapal
Koska

2

: . 2X :
AR t0=ln gy e=t=

2

lim f(Xx)= lim = —00

X—2+ x—=2+ 4 — )(2

niin pystysuora asymptootti on X =2.

Koska
. 22X .
xli{gl— f (X) N XEI;I;I— 4 — X2 =% ‘]a
. C2x?
xl—1>1;1;1+ f (X) - x1—1>1}21+ 4 _ X2 =%

niin pystysuora asymptootti on X =-2.

J

xoto X2 ] xotw 5 1 X—>£00 1
o) T

Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi

=0

tehtdvien ratkaisut e sivu 83 e pdivitetty 2.11.2009

Tapa 2
Koska lim 2x* =8 #0 ja lirr12(4— x*) =0, niin

X—>12

suorat X =+2 ovat kuvaajan asymptootteja.

2) Muut asymptootit

Koska
C2x? . 2x*
lim > = Iim ———
x—t0 4 — X X—>F00 2( 4 j
X —2—1
X
lim 2 =2~ )
X—>+too 4 _1
!

niin suora y = -2 on kuvaajan asymptootti.

Vastaus x==%2, y=-2

c) f(x):);z__xl, X #1
f(x):%:—x—l, X#1

Siis funktion f kuvaaja on suora y =—Xx—1 lukuun ottamatta

pistettad (1, -2).

Vastaus ei asymptootteja
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3
d) f()=——, x5

X

1) Pystysuorat asymptootit:

Tapal
Koska
. x>
fim 100 =Jim =5 == ja

3

lim f(X) = lim —— = +o0

X—5+ =5+ X — 5§
niin pystysuora asymptootti on X =35.
Tapa 2
Koska limx’ =125#0 ja 1irr51(x -5)=0,

X—5

niin X =5 on asymptootti.

2) Muut asymptootit:

Osoittajan asteluku on suurempi kuin nimittéjén, joten
suoritetaan jakolasku.

tehtdvien ratkaisut e sivu 84 e péivitetty 2.11.2009

X* +5%x+25
x—5> X’
F X E5%°
5%°
FS5X* 25X
25X
25X 4,125
125
Siis F(x)= X =x? 4 5x4254 12
X—=35 X—=35

Funktion f arvot ldhestyvét polynomifunktion
g(X) = X*> + 5X + 25arvoja, kun muuttuja X kasvaa tai
pienenee rajatta, koska

lim (f(x)—g(x))= lim LSS
X—>to0 X—>F00 X —

=0.
Siis y = x> +5X +25 on asymptootti.

Vastaus Xx=5, y=X"+5Xx+25
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f(x)=

348.

2x°
2

, X # X2
X" —4

1) Pystysuorat asymptootit:

Koska
3
fim £00=Jim == fn
3
i 100~ i =
niin asymptootti on X =2.
Koska
3
A 0= e gm0
lim (0= lim —2X— = o0

X—>—2+ X—>—2+ X2 -4

niin asymptootti on X =-2.

tehtdvien ratkaisut e sivu 85 e pdivitetty 2.11.2009

2) Muut asymptootit:

Osoittajan asteluku on suurempi kuin nimittédjéin, joten

suoritetaan jakolasku.
2X
X*—4) 2%’
(1)2X3(i)8x
8X
2x° 8X
Siis f(X)= =2X+
(X) X —4 X* —4

Funktion f arvot ldhestyvét polynomifunktion g(X)=2Xx
arvoja kun x kasvaa tai pienenee rajatta, silla

lim —>X_ = lim 8—X4= lim %:0.
SRR =)
X

Siis funktion kuvaajalla on asymptoottina suora y =2Xx.

Vastaus Asymptootit ovat X=12 ja y =2X.
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349.

X2 —4x

f(x)= ,
(%) x> +4

XxeR

1) Aariarvokohdat

(2x—4)-(x* +4) —2x-(x* —4x)
(x2+4)°

2%  +8x—4x* —16-2x + 8%’

B (x2+4)

_4x*+8x-16

(2 +4)

f'(x)=

Derivaatan nollakohdat

4x2+8x—16:0
(x?+4)

4x* +8x-16=0 |:4
X*+2X—-4=0

X_—2i\/22—4-1-(—4) 24420
- 2-1 2

:—2i2\/§:_1+\/§

2

X

tehtdvien ratkaisut e sivu 86 e pdivitetty 2.11.2009

Kulkukaavio
4% +8x—16 + — +
(X* +4) + + +
f'(x) + - +
f(x) T T~ —

2)

-5 1+
Koska funktio f on jatkuva, niin kulkukaavion perusteella

e maksimikohta on X =—1—+/5 » —3,2 ja maksimi on
f (—1—\/§)z1,6.

Kuvaajan maksimipiste on siis (—3,2 ; 1,6).

e minimikohta on x=—1++/5~1,2 ja minimi on
f(14+5)~-0,6.

Kuvaajan minimipiste on siis (—1,2 ; —0,6).
Asymptootit

Murtofunktiolla ei voi olla pystysuoria asymptootteja, koska
nimittdjilla ei ole nollakohtia.

Tutkitaan funktion arvoja, kun X kasvaa ja pienenee rajatta.
Koska osoittajan asteluku on yhté suuri kuin nimittdjén
asteluku, suoritetaan jakolasku.
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|
x2+4> X* —4x
F X H4
—-4x -4
X* —4x —4x -4
Siis f(X)= =1+ :
(x) X*+4 X* +4

Funktion f arvot ldhestyvit polynomifunktion g(x)=1
arvoja, kun X kasvaa tai pienenee rajatta, silla

—4x-4
X* +4

lim (f(0-g(x))= Jim

X—>too

= lim 1
X—>*oo X2 (1+j
X2
4t
— 1 X _
o a0
X+—
X

Funktion kuvaajan asymptoottina on siis
suora y=1.

Maksimikohta X =—1-— \/g

Minimikohta X=-1++/5
Asymptootti  y=1

Vastaus

tehtdvien ratkaisut e sivu 87 e pdivitetty 2.11.2009
Graafinen tarkistus:
y
y=1
e
L _ X2 -4x X
X2+ 4

350.

2

Funktio y(X)= on madritelty, kun x #2.

Derivaatta
, 2X(x=2)—1-x> x> —4x
y(x)= ZE=D DX X Z4X
(x=2) (X-2)
Derivaatan nollakohdat
X* —4x 5 .
2:O & X —4x=0 <& x=0 tat x=4
(X=2)

Funktion kulkukaavio

X*—4x  + - 1 - +
(x=2) + + i + +
y'(X) + - | - +
YOO TN TN T
0 2 4 X
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Kuolkukaavion perusteella funktiolla on
02
0)=
V()= 5=
42
4-2

maksimi

=0 ja

minimi 8

y(4)=
Kéyrin yhtdlo on supistetussa muodossa, joten pystysuora
asymptootti 10ytyy nimittijan nollakodasta

X-2=0 < x=2.

Muut asymptootit:

X+2

X— 2> X’
F X2 E2X
2X
F2Xx+4
4

Siis y(X)=X+2+ iZ , joten asymptootin yhtdlo on y=X+2,
X —

silla lim i =0.

X—*0 ¥ — 2

Vastaus maksimi 0, minimi 8

asymptootit X=2 ja y=X+2

e tehtdvien ratkaisut e sivu 88 e pdivitetty 2.11.2009

351.

Funktio y(X) =X+ 2% on madritelty, kun x #0.
X

3
Derivaatta on y'(X)=1+ l (=2)x7 = X_3
2 X X X

1 x -1
3T o3 -
Derivaatan nollakohdat

V(X)=0 & x'-1=0 < x=1
Funktion y kulkukaavio

-1 - ! — +
x* - 1+ +
yoo  + | - | +
Yo TSN
0 1 X
Kulkukaavion perusteella fuktion y minimi y(1) =1+ WE = 1%.

Kayran minimipiste on (1, 15] Maksimipisteiti ei ole.

Kéayrdan y = f(X) yhtéld on supistetussa muodossa, joten

pystysuorana asymptoottina on nimittdjan nollakohdan mukaan
suora X=0.
Muut asymptootit:

Kayrd y(X)=x+ 2% lahestyy rajatta suoraa y = X, koska
X

.1 : .
lim — = 0, joten asymptoottine on suora y = X.
X0 DY
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<

|~
o

—

Y S| S [ S | S,

Vastaus Minimipiste on (1, 1%]

Asymptootit ovat Yy =X ja Xx=0.

352.

-1 X

y=x(x’-1) = , X#=l

1) Pystysuorat asymptootit

Koska
3
lim =—o0 ja
X—1- X2 —1 ]
3
lim > =400
x>+ X7 —1

tehtavien ratkaisut e

2)

sivu 89 e piivitetty 2.11.2009

niin kdyrdn asymptoottina on pystysuora

suora X=1.
Koska
. x? .
lim ——=-o ja
x->-1- X —1
. X’
lim =+00

X——1+ X2 —1

niin kiyrin asymptoottina on pystysuora
suora X =—1.

Muut asymptootit

Osoittajan asteluku on suurempi kuin nimittdjén, joten
suoritetaan jakolasku.

X
x2-1) x
X+ X
X
Siis y =X+
x* -1
X3
Kéyrin y =— " arvot ldhestyvit polynomifunktion
X —

f (X) = X arvoja, kun X kasvaa tai pienenee rajatta, silla
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lim (y— f (X)) = lim —— = lim ———— =0
X—to0 xoto X° —] x>t 2( 1 )
X\ 1=—
X
Siis suora Y = X on kdyrdn asymptootti.
3) Nollakohdat
3
ZX =0 | # £1
X“—1
X' =0
X =0 Siis kdyrén piste on (0, 0).
4) Kulkukaavio ja aariarvopisteet
X # =l
X f fl.g-g-f
T bos— 5 —
g g

(x*-1) 7

:3x4—3x2—2x4 _ x* —3x?
(Xz _1)2 (x2 _1)2
2(y2
=M , X==*1

(1)

tehtdvien ratkaisut e sivu90 e pdivitetty 2.11.2009

Derivaatan nollakohdat

xz(x2—3)
)
xz(x2—3):0
Xx=0 tai x*-3=0
x*=3
x =13
Kulkukaavio
2 [ |
X + + o+ + 1+ +
x> -3 + - 1 - - 1 - +
(x> =1  + + o4 + 1+ +
y'(X) + - = - = +

X

Jatkuvalla kdyrélld y on kulkukaavion perusteella maksimi ja

| (3)
(B 2

Kun X=—+/3,niin y =

e Maksimipiste (—1,7 ; —2,6)
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33

Kun X:\/g,niin y:Tz2,6

e Minimipiste ( 1,7 ; 2,6)

Huomautus:
3
Funktio f(x)= VR on pariton, koska
(=x)’ X’ x>

f(—x)=

C(=x)?-1 X*-1 X' -1
X # £1, joten funktion kuvaaja on symmetrinen origon
suhteen.

=—f (x) kaikilla

5) Muutamia kayran pisteita

Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi

X _ X X, y)
y x> —1
+3 +3,4 x3; £34)
+1,2 +39 *1,2;+3)9)
+0,5 +0,2 (£0,5;+£0,2)

tehtdvien ratkaisut e sivu91 e péivitetty 2.11.2009

Vastaus Asymptootit Xx=—1, X=1 ja y=X

N\
N
N
\
\
\
\

N\
N\
N\
N\
N\
N\
N\

—_
N\
N\
N\
ey SRR Ny

N

N
—
>

= R .
N
N

=l

>
1l
|

—_

353.

, X#=x1

F(x)=

x* +1
x*—1

1) Pystysuorat asymptootit

Kéyrin yhtdlo on supistetussa muodossa.
Nimittdjén nollakohdat ovat

x> —1=0
(x+1)(x-1)=0
Xx==1

Pystysuorat asymptootit ovat siis X =+1.
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2) Muut asymptootit

x> +1

lim f(x)= lim —

X—>to0 X—=Fo X _1

1
2
— lim —— X/
X—>to0 2 1

1+i2
= lim X1 =1
X

Siis vaakasuora suora y =1 on kuvaajan asymptoottina.

3) Funktion nollakohdat

f(x)=0
X +1
x> —1
X +1=0

>0

0

Ei nollakohtia.

tehtdvien ratkaisut e sivu92 e péivitetty 2.11.2009

4) Kulkukaavio ja dariarvopisteet

" X#+1
X° + IR
F0=y pf_fro-g-f
g g2
2X-(x*=1)=2x-(x* +1
o0 22X 08 1) =20 (6 4)
2
(x*-1)
3_ _ 3_ .
:2x 2X—2X 2x: 4X Wt 1

(xz—l) 2 (x2_1)2’
Derivaatan nollakohdat

—4x=0
x=0

Kulkukaavio

—4X + !
(x> =1) +
|
|
|
|

f'(x) +
f(x)

+|+ |+
+
+

/'

0°+1 _
0> -1

f(0)= -1 Maksimipiste (0, —1)
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5) Muutamia kuvaajan pisteita

x* +1

X = X,
V=" | %)

+3 1,25 (£3;1,25)
2

+2 15 (£2;1,7)

+1,5 2,6 (£1,5;2,6)
2

+0,5 —15 (£0,5;1,7)

Huomautus:

Funktio f on parillinen, silla
W\2 2

( x)2+1:x2+1: £(x)

(-x) -1 x° -1

kaikilla x # 1, joten kuvaaja on symmetrinen

y-akselin suhteen.

f(—x)=

Vastaus x=-1, x=1 ja y=1
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354.

x> +1

f(x)=

, X#0

1) Pystysuorat asymptootit

Koska kédyrd on supistetussa muodossa ja nimittdjidn ainoa
nollakohta on X =0, niin kuvaajan asymptoottina on
pystysuora

suora X=0.

2) Muut asymptootit

Osoittajan asteluku on suurempi kuin nimittdjén, joten
suoritetaan jakolasku.
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¥+1 X 1 5, 1
X X X X

fF(x)=

Funktion f arvot lihestyvit polynomifunktion g(X) = x’
arvoja, kun X kasvaa tai pienenee rajatta, silla

lim (f()-g(x))= lim £ =0

X—xtoo Y

Siis kuvaajan asymptoottina on kiyrd y = x’.
3) Funktion nollakohdat
F(x)=0

3
x+1:O

4

-1

X
X
Kuvaajan piste on siis (—1,0)

4) Kulkukaavio ja dariarvopisteet

\ X#0
X 2
9 g
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3 x=1(X+1) 3¢ —x’ -1

f'(x)= " "

3_
= 2xX21 , X#0

Derivaatan nollakohdat

2x°=1=0
=L
2
1 1
X=3—=—=~0,79
e
Kulkukaavio
: , 2x° -1 . : .
Derivaatta f '(X) =——— on jatkuva, joten se voi vaihtaa
X

merkkidin vain ohitettaessa nollakohta.

f'o - 1 - + x | f'(x)
f(x) i -1 -
| x 05| -
0 __
3/5 1 +

Jatkuvalla funktiolla f on kulkukaavion perusteella
minimiarvona
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2

Minimipiste on siis ( 0,8;1,9).

5) Muutamia kuvaajan pisteita

f( 1 j(éj”% 3?:

X 2 )

-3 8,7 (-3,8,7)
) 3,5 (—2;3,5)
025 |-3,9 (-0,25:-3,9)
0,25 4,1 (0,25 ;4,1)

2 4,5 (2;4,5)

3 9,3 (3;93)

Vastaus Asymptootit ovat X =0 ja y = X".

tehtdvien ratkaisut e sivu95 e péivitetty 2.11.2009

X3+ 1
Y="x
355.
_ (x=2)
f(X)_xz—4x+3

1) Pystysuorat asymptootit

Nimittdjdn nollakohdat
X' —4x+3=0

4+ (=4 —4-1-

. Y4 =413 412
21 2

X=3 tai x=1

Koska kédyrin yhtilo on supistetussa muodossa, niin nimittdjén
nollakohdista

Siis x=1 ja x=23 ovat funktion f kuvaajan pystysuorat
asymptootit.
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2) Muut asymptootit

(x-2)’
(x=3)(x-1)
(x=2)(X* —4x+4) X’ —6x>+12x-8
X —4x+3 X* —4x+3

f(x)=

Koska osoittajan asteluku on suurempi kuin nimittdjan
asteluku, niin suoritetaan jakolasku.

X—2

x2—4x+3> X —6x2 +12x—8
F X £4x* F 3X

—2x*+ 9x-38

‘i,2X2($)8Xi,6

X—2

X—2

m, Xil, X#3
X" —4aX+

Siis f(X)=x-2+

Funktion f arvot ldhestyvat polynomifunktion g(Xx)=x-2
arvoja, kun X kasvaa tai pienenee rajatta, silla

tehtdvien ratkaisut e sivu96 e pdivitetty 2.11.2009
X—2
Iim(f(xX)-g(x))=1lim ————
x—)J_roo( ( ) g( )) X—>+oo X2—4X+3

(3

= lim

X—>*too

= lim

X—>too 3

1-0
+o0—-4+0

Siis y = X—2 on kuvaajan asymptootti.

Vastaus Asymptootitovat X =1, X=3, y=X-2
356.
1
a) f(x)=——, x#2
X—=2

lim f(x)= limL:+oo.
X—2+ Xx-24+ X —2

Asymptoottina X =2, koska



Pyramidi 13 e Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi e

b)f(@zs+l:§5+l:5x+{ X#0
X X X X

1
Koska lim (f(x)—35)= lim —=0, niin asymptoottina y =35.

X—>+00 X—xoo Y

I _5(x=2) 1

c) f(x)=5+ =
) ) X—2 X—2 X—-2
5x-10+1 5x-9
= = , X#2
X—2 X—2

lim f(x)=lim XD

X—2+ x-2+ X —2

Asymptoottina X =2, koska

=400,

Koska lim ( f(x)—35)= lim L 0, niin asymptoottina

X—>+o0 X—*o ¥ — 2
y=35.
2 2
d)f(@=x+1+l=§—+1+l:5—i£ia X#0
X X X X X

Koska lim ( f(x)—(x+ 1)) = 11m L =0, niin asymptoottina
» X

X—>t00

y=X+1.

tehtdvien ratkaisut e sivu97 e péivitetty 2.11.2009
1 xX*(x+1) x+1 1

= + +
X+1 X+1 X+1 x+1
XXX+ XX+ x+2

e) f(X)=x"+1+

, X#-—1

X+1 X+1

Asymptoottina X =—1, koska

X'+ x+2
X+1

lim f(x)= lim

X—>—1+ X—>—1+

=+00.

Koska hm(f(x) (x* +1))— hm %—O niin
X—>*o0 Too ¥ 4

asymptoottina y = x> +1.

357.

a) fU)=§,X¢0

Asymptoottina pystysuora suora X =0, koska

lim f(x)= liml:+oo.
X—0+ x>0+ X

Asymptoottina vaakasuora suora Yy =0, koska

lim f (x) = lim— = 0.

X—0 X—0 X

Siis asymptootit ovat X=0 ja y =0.



Pyramidi 13 e Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi e tehtdvien ratkaisut e sivu98 e piivitetty 2.11.2009

. PR |
b) f(x)= l’ X 20 Asymptoottina kolmannen asteen polynomi y = X, koska
X

1im(f(x)—x3)=1iml:o.

X—>0 X
Asymptoottina vaakasuora suora y =0, koska
. .1 i =
lim f (x) = lim~=0. Asymptoottina pystyiuorla suora X =0, koska
X—00 X—00 X X +

fig 100 = fim =

+00.

Asymptoottina pystysuora suora X =0, koska

111(1)1 f(x)= 11%1 1 =+00, Siis asymptootit ovat X=0 ja y=X’.
X—0+ x—=0+ X
g . . 1 —x"+1
Siis asymptootit ovat X =0 ja y =0. €) f(X):—X+;: X’ Xx#0
2
c) f(x)=x+ 1_x+l , Xx=0 Asymptoottina pystysuora suora X =0, koska
X 2
lim f () = lim X+ oiw
Asymptoottina nouseva suora Yy = X, koska X
lim(f(x)—x)= 1jml =0. Asymptoottina laskeva suora y =—X, koska

X—0 X—0 X 1
lim( f(x)—(=x))=lim—=0.
Asymptoottina pystysuora suora X =0, koska X
x> +1

lim f(x)= lim +00. Siis asymptootit ovat X =0 ja y=—X.

X—0+ X—0+ X

Siis asymptootit ovat X =0 ja y =X.

4
d) f(x)=x3+lzx +1, X#0
X X
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358. asymptoottinaon y=1.
X2 Siis asymptootit ovat X=—-1jay=1.
1) y= . X#—1
X+ .
Siis B
X =141 (XHD(x=1)+1 «
- - 3 = , XxXeR
X+1 1 X+1 )y NE
=X-1+—- | my&s jakokulmalla . ' . . .
X+1 Madrittelyjoukko R (ei pystysuoria asymptootteja).
: : .1
Asymptootit Yy =X—1jaX=-1, koska hm—1 =0 seka Koska
X—0 X +
2 2 . X . X . 1
lim ——=—c0 ja lim ——=-+oo. im e T m ey = i e =0
x>-1- X +1] x>-1+ X+ 1 o X7+ - X2 1+ — - x| 1+
x> X
SiisD
Niin vaakasuora asymptootti on y =0 (x-akseli).
2) Xl
T Siis A
1 — 2 2
Asymptoottina on X =—1, koska 2) _X +2X+1:(X+1) Cxtl. x%-1
X+1 X+1
.o Xx—1 oo x—=1
lim ——=+o ja lim ——=-o. , . )
xo-l- X +1 x>-1+ X 41 Kuvaaja on suora y = x+1 lukuun ottamatta pistettd (—1, 0)
- XU—JO L Siis F
Koska lim —— = lim )1( = lim —)1( =1, niin
x>t X 4] x—oEw X(l + 7) X—>o0 142
X X
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5)

6)

Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi

X+1 X+1 1

- = == , X#—1
X“+2X+1  (x+1)° x+1

Koska lim 1=1%0 ja liml(x +1) =0, niin pystysuorana

X— -1
asymptoottina on X =—1.

X+1 : 1 . .
= lim —— =0, niin asymptoottina on
x>k X 4 |

Koska lim —
xok0 X2+ 2X+1

y=0.
Asymptootit X =—1jay =0 (X-akseli).

SiisC

x>+ x> =X
LA AT R
X+1

Koska liml(x3 +X° —X):—1+1+1:1¢0ja 1im1(x+1) =0
niin pystysuorana asymptoottina on X =—1.

Osoittajan asteluku on suurempi kuin nimittéd;jin, joten
suoritetaan jakolasku.

tehtavien ratkaisut e

sivu 100 e pdivitetty 2.11.2009

NG|

x+0 X+ X7 =X

F X PX
—X
(i) X (i) 1
1
. ) 1
Siis y=X"—-1+—.
X+1
3 2
. X" +X =X . " . .
Funktion y = 1 arvot lahestyvét polynomifunktion
X+

g(x) = x> —1 arvoja, kun
X kasvaa tai pienenee rajatta, silla

fim (y-(x*=1)) = lim ——=0

X—>to0 X0 X 4 1

Asymptoottina on siis y = Xx* —1.

Siis E

Vastaus 1-D, 2-B, 3—-A, 4-F, 5-C, 6-E
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359.
f(x):xz_l, X #—1
X+1
f(x)=w=x—l, X#—1

X+1

Funktion f kuvaajalla ei ole asymptootteja, silld funktion f
kuvaaja on suora y =X —1 lukuun ottamatta pistettd (-1, —2).

360.

2
a) f(x):M:2x+1+l
X X

Funktion f arvot ldhestyvét polynomifunktion g(X)=2x+1
arvoja, kun X kasvaa tai pienenee rajatta, silld

lim (f(x)—(2x+1))= lim L =0

X—>to0 X—>100 X

Funktion f kuvaajan asymptoottina on y = g(X). ]

tehtavien ratkaisut e sivu 101

b)

| f(x)-g(x)|<1

2
M—(2X+1) <1

2x+1+l—2x—1 <1

e péivitetty 2.11.2009

| x#0

[ &0

>y

_ 2% +x + 1

X



Pyramidi 13 e Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi

361.

2
a) f(X):x+-4x+2<';1+2, N
X+

Polynomi P(X)= X" +4X+a+2 eisaa olla jaollinen
binomilla x +2. Saadaan

P(-2)#0
(-2)° +4-(-2)+a+2#0
4-8+a+2+0

a2

b) Kun a#2, niin osoittajan raja-arvo on

lim (x* +4x+a+2)=4-8+a+2

X— -2

=a-2+0
ja nimittdjdn raja-arvo

lim (x+2)=0.

X—> -2

Siis asymptoottina on X =-2.
Osoittajan asteluku on suurempi kuin nimittédjén, joten
suoritetaan jakolasku.

tehtdvien ratkaisut e sivu 102 e pdivitetty 2.11.2009

X +2
x+2> X2 + 4x+a+2

— 2
P X F 2X

2x+a+2
H 2X  H4
a-2

Siis f(x)=x+2+3°2
X+ 2

Funktion f arvot ldhestyvit polynomifunktion g(X)=X+2
arvoja, kun X kasvaa tai pienenee rajatta, silla

a-2
Iim(f(X)—g(x))=1lim——=0
lim (f (x)~9(0) = lim ~—

Siis asymptoottinaon y=X+2.
Vastaus a) a#2

b)x=-2jay=X+2
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362.

f(x)=ax" +bx’
Adriarvo f (1) =2.

Saadaan yhtils a-(~1)" +b-(-1)' =2 eli a—b=2.
1) Kulkukaavio ja aariarvot

f(x)=ax"+bx’
f'(x) =4ax’ + 3bx’

Derivaatan nollakohdat

4ax’ +3bx> =0
x* (4ax+3b)=0

Xx=0 tai 4ax+3b=0
:4a (#0
4ax =-3b | koska dériarvo-
kohtana x = —1)
3b
da
Koska X =—1 on diriarvokohta, niin

L —-leli 3b=4a
4a

tehtdavien ratkaisut e sivu 103 e pdivitetty 2.11.2009

Saadaan yhtaloryhma

a-b=2
{ 3b=4a

a=b+2 ‘ sijoitetaan alempaan
{3b =4a

3b=4(b+2)
3b=4b+8
b=-8
a=-8+2=-6

Siis f (x)=-6x*—8x> ja f'(x)=x*(-24x—-24)

2

X + + +

24x-24  + - -

f'(x) + — —
fo) 7| TT—
10 X

Jatkuvalla funktiolla f on kulkukaavion perusteella ainut
ddriarvokohta x =—1.

f(-1)=2 Globaali maksimipiste (-1, 2)
f(0)=0 Kayrén piste (0, 0).
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2) Epaéoleelliset raja-arvot

lim f (x) =lim (—6x* —8X)=—c0—00=—c0

X—>0 X—>0

lim f(x)= lim (-6x*-8x’)

X— —o©o X—> — 0

= lim x* (—6—§j:oo.(—6):—oo

X— —©

X

3) Funktion nollakohdat

f(x)=0
—6x* —8x’ =0
-2x*(3x+4)=0

Xx=0 tai x=—i
3

S : 4
Kuvaajan pisteita ovat (0,0) ja (—g

S
N—

e tehtdvien ratkaisut e sivu 104 e pdivitetty 2.11.2009

4) Muutamia kuvaajan pisteita

X y=-6x"-8x’ (X, Y)

-2 —6-16—-8-(—8) =32 (-2, -32)
0,5 |-6-0,5-8-0,5=-1,4 |(0,5;-1,4)

1 —6-8=-14 (1,-14)

Vastaus a=-6 ja b=-8
Adriarvo f(—1)=2 on globaali maksimi.

y)
54 y=-6x*-8x3

1 X
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363.
. 1+nx
f(x)=1lim >
o |+ NX
1) x=0
F0)=lim =10 jimi1=1
nbo ]14n-0 now
2) x#0
1+nx n(+x
f(x) = lim —=lim —"
e [4nx? now (1
n _
n
Lix
nN—oo 7+X2 X X
n
l , X#0
X
Siis f(X)=
1 , x=0

Funktion f kuvaaja on piste (0, 1) sekd hyperbeliy = l, jonka
X

asymptootteina ovat koordinaattiakselit.

tehtavien ratkaisut e sivu 105

e péivitetty 2.11.2009

y\
y = f(x)
]_0
1 x
364.
a) li
) lim 2% 1
4"
Clim - _fjm 2"

X—>o0 2 l—i X—>0 l—ix
2% 2

i X
. 2 . 2" o0
=lim ——=Ilim = =00
X—>00 1_i X—>00 _i 1-0
2% 2%
4* 0
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b) lim —
X—0 — 2X_1
Koska
lir(1)14X:4°=1¢0ja
1i%1(2X—1)=2°—1:1—1:0 seki
4X
- 1<0,kunx—>0—,
. ) 4*
niin lim =—00.
x—0- 2% _1
lim 4 :
x—0+ 2% _ 1
Koska
11%14X:4°:1¢0ja
1ir(1)1(2x—1):2°—1:1—1:0 sekd
4X
——>0, kun x>0+,
niin
) 4*
lim =400
x—0+ 2% _1
c) f(x)= 4 X#0

tehtdvien ratkaisut e sivu 106 e pdivitetty 2.11.2009

1) Asymptootit
e Nimittdjan nollakohta X =0 on funktion f kuvaajan
pystysuora asymptootti (b-kohta).
e Koska lim f(x)=0 (a-kohta), niin kuvaajan

X—>—00

asymptootti on y =0 (x-akseli).
e Tutkitaan, onko muita asymptootteja.
2" +1
2-1) 4
(1)4)( ‘i,2x
2X
F2 x1
1

2" -1

Funktion f arvot ldhestyvit funktion g(x)=2"+1 arvoja,
kun X kasvaa rajatta, silla

Siis f(x)= :2X+1+2X -

1

lim ( (X)=9(x)) = lim—— =~ =
X—>00 x»0 2% _1 o0

Siis kuvaajan asymptootti on kdyrd y =2" +1.

! =—-1#0, joten kédyrd

(huom: lim ! 1: ]

X—)—oo2 — 7_1
200
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y =2" +1 ei ole funktion f kuvaajan asymptoottina, kun
X — —0)

2) Funktion nollakohdat
4
2" -1
4*=0

el nollakohtia

=0, x#0

4* >0 aina

3) Funktion dariarvot

X

, X#0
2% -1

f(x)=

4 In4-(2*~1)-2"In2-4"
(2 1)’
_42In2-(2* 1) -2"In2-4"
(25 -1)’
C4'm2(2(2*-1)-2)
(2r-1)’
_4'n2(2-2)
(2 -1)’

F'(x)=

| In4=21In2

, X#0

tehtdvien ratkaisut e sivu 107 e pdivitetty 2.11.2009

Derivaatan nollakohdat

4In2(2*-2)=0 4* >0 aina
2°-2=0
24 =2
2" =2! | sama kantaluku
X=1
Kulkukaavio

#>0ja (2 ~1)" >0 aina (x£0),

joten derivaatan merkin maaraa lauseke 2* —2, joka on
jatkuva ja voi ndin ollen vaihtaa merkkidan vain
ohitettaessa nollakohta x =1.

-2 - | - +
f'(x) - 4 - +
f(x) i

0 1 X

Jatkuvan funktion f minimi on kulkukaavion perusteella

4! 4
f(1)= =—=4
M 21 1

Minimipiste (1, 4)
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4) Muutamia kuvaajan pisteité 365
X y X, y) Olkoon Yy, =In(1+¢") ja y, =X.
-1 —0,5 -1 ;_0:5
( ) y-koordinaattien erotus on
02 -5.9 (-0,2;-5,9) Y, =Y, =In(l1+e*)—x=In(1+¢e*)—x-1
05 | 48 (0,5 ;4.8) =In(l+e")~x-Ine=In(l+e")~Ine’
2 5.3 (2;5.3) = n0=0, kunx e
v

Siis kdyrd y, lahestyy rajatta kdyrdd y,, kun X —o0.

366.
. x*+1
___________ Tarkastellaan funktiota f(Xx)= , X#0.
1 X Derivaatta on
2 2
O f’(x):2XX 1-(x +1):x 1
y - X2 Xz
2" -1

2

Pisteeseen P =(a, b) = (a, a +1

j asetetun tangentin

2

. a . .
kulmakerroin on f'(a)= ja tangentin yhtal6 on

a2

a’+1 a’-1
- =——(Xx-a)
a a
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Kéyrian y yhtdlo on supistetussa muodossa, joten pystysuora y =X
asymptootti 10ydetddn nimittdjan nollakohdan avulla. 2 2
. a~+1 a" -1
Pystysuora asymptootti on X=0. y— =——(x-a)
a a
Muut asymptootit: a2+1 a’-1
2 2 - = 3 (x—a)
X'+l X N 1 ‘o 1 a a
= =TT = - 2 2 2 2
X X X X X:azlx_a 1+a +1:azlx+g
Kéyra lahestyy rajatta suoraa y =X, silld lim —=0. a a a a
X X a® a’-1_ 2
Siis asymptoottina on suora y = X. a2 X— a2 | a
. . . . . R 2 2 ) )
Asymptoottien ja tangentin rajaaman kolmion ala: x=2. aT ~9a leikkauspiste C = ( 2a, 2 a)
Leikkauspisteet saadaan yhtilopareista a
2 2a
Xx=0 : kanta -korkeus g
{ leikkauspiste A= (0, 0) Kolmion ala on A= 5 —4a = 2
y=Xx
joka et riipu leikkauspisteestd P.
X=0
a’+1 a*-1
- =T (x-a)
a a

y= - =— leikkauspiste B = (O, zj
a
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